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Prologo

La docencia en la universidad publica durante mas de 40 afios, el estudio a lo largo
de todos estos afios de la problematica del alumno que ingresa, me ha permitido conocer
las necesidades tanto de aquellos que llegan temerosos y con pocos conocimientos de
matematica como de aquellos otros que lo hacen con una sélida educacion y sumamente
motivados. Este libro ha sido escrito tratando de contemplar las dificultades con que
tradicionalmente tropiezan ambos grupos, aunque estas sean de distinta indole y
naturaleza.

El criterio adoptado para la seleccion, organizacion y desarrollo de los contenidos es
original y estd sustentado tanto en los distintos proyectos de investigacion en
Educacion Matematica que hace afios venimos desarrollando con el grupo de
investigadores que hoy me acompafia como, y particularmente, en un comprometido
gjercicio de la docencia. Esto Gltimo permitié la “bajada al aula” de los materiales
didacticos producto o resultado de la investigacion, la corroboracion de su efectividad
0, en su defecto, su correccién hasta lograrlo. Asi, este libro es la recopilacién, revisada
y corregida una y otra vez, de los apuntes de catedra y guia de trabajos practicos
oportunamente elaborados para el dictado de las asignaturas a cargo.

El libro es esencialmente un libro de Célculo para funciones de una variable; en
particular Calculo Diferencial (Capitulos 3y 4) y Calculo Diferencial (Capitulos 5y
6).  En los primeros capitulos (1 y 2) se desarrollan los dos conceptos fundamentales
del Célculo: funciony limite.

El problema de hallar la funcién (f ) que describe un proceso conociendo la velocidad
(") 6 la aceleracién (f ) a la que se desarrolla el mismo, es un problema frecuente
tanto en investigacion como en el ejercicio de la profesién. Mas general ain, lo que se
conoce o puede llegar a conocer es la relacion entre f y una o mas de sus derivadas.

Es decir, lo que se conoce o puede conocer es la Ecuacion Diferencial que modeliza el
proceso en estudio. Dada entonces la importancia de estas ecuaciones en la modelizacion
de procesos o fenémenos de distintas naturaleza, estimamos conveniente incluir un
altimo capitulo, el de Ecuaciones Diferenciales (Capitulo 7). Este permite trabajar
ampliamente todos los conceptos desarrollados previamente, mostrar la utilidad de los
mismos en la resolucién de problemas y, particularmente, mostrar que la herramienta a
usar (derivada o integral) depende de la naturaleza del problema (de alli entonces la
importancia de poder detectar el “tipo” de problema a resolver, cuestion en la que se
pone especial énfasis a lo largo de los distintos capitulos).

Se ha tratando de exponer las ideas y técnicas matematicas de la manera mas clara
posible, de relacionarlas con otras areas del conocimiento. Se han obviado muchas
demostraciones a los fines de brindar mayor espacio y atencion a la génesis,
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explicacion y empleo de los diversos conceptos que se presentan, de ilustrar el papel
que juegan en la matematica el escribir, verbalizar, investigar, conjeturar, en definitiva,
el pensar criticamente. Se abunda en ejemplos, los cuales tienen por intencion preparar
para la comprension de un concepto, brindar modelos para la resolucion de
problemas vy, casi primordialmente, animar a los estudiantes a participar activamente
de su propio aprendizaje.

Convencida de la importancia de la ejercitacion en el aprendizaje de cualquier parte de
la matemaética he incluido también una variada y abundante propuesta de ejercicios al
final de cada capitulo. Estos ejercicios cubren diferentes aspectos y grados de dificultad.
Entre los distintos aspectos: ejecucion directa de operaciones, tedrico-practicos, tedricos
y de aplicacion.

Este libro surge ante la necesidad de brindar un material que cubra los requerimientos
basicos del Célculo para nuestros estudiantes, aqui y ahora. Para su elaboracién he
adoptado un enfoque que podriamos sefialar como a medio camino entre el tradicional
y el reformista. Tradicional, en cuanto reconoce la importancia de la teoria, los
enunciados precisos, las demostraciones rigurosas y el desarrollo de destrezas en el
manejo de herramientas basicas de la Matemética. Reformista en cuanto a que el
énfasis esta puesto en los conceptos y las aplicaciones mas que en las técnicas formales.
Finalmente el objetivo Gltimo es el de presentar un texto de matematica genuina, el cual
permita comprender la diferencia que hay entre familiaridad y entendimiento, entre
demostracion logica y manipulacion rutinaria, entre actitud mental critica y la crédula
habitual, entre el conocimiento cientifico y la simple opinidn o conjetura; en el que se
perciba el peso, importancia e incidencia del conocimiento vulgar en la génesis y
desarrollo del conocimiento. Contemplar este objetivo no ha sido simple, sin dudas es
mas facil (y posible) omitir cualquier referencia a estas cuestiones que hacer un
tratamiento explicito de las mismas, pero de todas manera he aceptado el desafio en el
convencimiento de que este es el camino por el que debemos transitar en la busqueda de
una mejor calidad de la ensefianza.

Marta Bonacina



1— Funciones

El Célculo es una rama de la Matematica cuyas ideas datan de la época de Arquimedes
(287-212 a.C.), cuyo origen puede establecerse en culturas tan diversas como la de
Grecia, Egipto, Babilonia, India, China y Japon y cuya consolidacién como disciplina se
produce a partir de los estudios realizados en el siglo XVI1I por Isaac Newton (1642-1727)
y Gottfried Leibniz (1646-1716) Muchos de los descubrimientos cientificos que han
permitido el avance de nuestra civilizacion durante los tres ultimos siglos hubieran sido
imposible si no se hubiera conocido el Célculo.

Gran parte del Calculo implica el empleo de nimeros reales o de variables para describir
cantidades cambiantes; pero, fundamentalmente, implica el uso de funciones a los efectos
de describir la relacion entre tales variables, proceder al andlisis de problemas que las
involucran. El estudio y resolucion de estos problemas resulta fundamental en un mundo
de cambios constantes, pleno de cuerpos en movimiento y con fenémenos de flujo y
reflujo; de alli que el Calculo, como cuerpo de técnicas de coOmputos y conceptos
esenciales, siga teniendo vigencia, siga sirviendo como el principal lenguaje cuantitativo
de la ciencia y la tecnologia.

En esta seccion nos dedicamos entonces a analizar en profundidad el concepto de funcion,
a establecer la notacion y terminologia con la que vamos a trabajar a lo largo del curso.

1.1 Definicionesy Notaciones

Definicion de funcién:

Dados dos conjuntos, Ay B; una funcion de A en B, es una regla o ley
que a cada elemento de A asigha un Unico elemento de B.

Elementos que Condiciones a
SIMBOLO la caracterizan cumplir por la ley REPRESENTACION
Para nombrar una ¢ dos conjuntos: asignar a f:A>B
funcién usamos A : B cada elementode A X 2y
una letra. (f,g,h...) un
Por costumbre (ysise | ¢ unaregla o ley; Unico elemento de B
se puede) , usamos: de asignacion
f

Convencioén de Nombres y Simbolos:

= f:A>B;selee: f aplica AenB.
= al conjunto de partida (A), lollamamos: DOMINIO
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= al conjunto de llegada (B), lo llamamos: CODOMINIO

® a los elementos del dominio o del codominio los Ilamamos: VARIABLES.
A las variables las representamos con letras minusculas: x, vy, z, t., u, ....

® si y representa el valor obtenido de aplicar f a un x de A entonces, a

lo llamamos N imagen de X por f Simbolo que usamos
para enfatizar la
y funcion aplicada ( f ) Y,
lo indicamos la variable elegida (X ).
>y = f(x)

@ f (X) se usa también para dar la ley de la funcion: e Ff(X)=2x
indica que f actua
(@) laley de f se puede dara través de indicar “duplicando”
como se procede para obtener la imagen de x el valor de x .

por T, para un x genérico del dominio

de los elementos del dominio.

Observaciones y Ejemplos

Las funciones aparecen cada vez que tenemos una cantidad que depende de otra. Asi, al
abrir una canilla para llenar un tanque, todos sabemos que el volumen de agua acumulado
depende del tiempo, lo que probablemente no todos sabemos es que alli existe, cuanto
menos, una funcion.

En general, cualquier relacion causa-efecto presupone la existencia de funcion. Mas adn,
el origen del concepto se encuentra en la necesidad de reproducir fenémenos de
dependencia entre magnitudes fisicas y/o conexiones entre hechos del mundo de lo
concreto y real.

EJEMPLO 1

Experimentalmente se observa que la variacion de longitud que presenta un resorte
cuando se le aplica una fuerza es directamente proporcional a la magnitud de la fuerza: a
mayor fuerza, mayor compresion del resorte. (dentro de los limites elasticos del resorte).

En la descripcion de este fendmeno detectamos:

- la existencia de dos magnitudes (fuerzay longitud )
- que existe una relacion de dependencia entre ellas;
“la variacion de longitud d, depende de la fuerza F “
- que la relacion de dependencia define funcién; pues :
““a cada fuerza corresponde una Unica variacion de longitud “
- que, aungue no se explicite, hay dos conjuntos en juego:
* el de todos los valores numéricos posibles para F.
* el de todos los valores numéricos posibles para d
- que las mediciones hechas muestran un patrén de comportamiento el cual permite

F>d

“d y F son directamente proporcionales ”
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Notas:

1) Observar que hasta aqui Yy en relacion con la dependencia estudiada sélo se determina
d

Cuantificar esta relacion esté supeditado a la posibilidad de hallar el valor numérico de k ,
constante de proporcionalidad del proceso. Si podemos hallar este valor tendremos una
formula para el fenémeno investigado (i.e, F=0.1d), hecho este que permitir4 predecir

resultados, estudiar otras propiedades del resorte, etc; sin necesidad de hacer la

halladas, las que competen a la matematica y, por ende, las que vamos a tratar .
2) Cabe aclarar que el ejemplo tratado es una ley de la fisica conocida como ’ley de
Hooke”

EJEMPLO 2

En una experiencia realizada en un laboratorio se registra, cada 5 minutos, la
temperatura de una solucion en la que se ha desencadenado cierta reaccion quimica.
Los respectivos registros se disponen en una tabla.

t (min. ) 0 5 10 15 20 25 30
7(°K) 314.94 |319.54 |325.85 |332.20 |338.45 |344.55 |350.90

En este caso detectamos:
v' la existencia de dos magnitudes variables (tiempo y temperatura) ;
v' la existencia de una conexion o relacion entre ellas:
“acada tiempo se asocia, a traves de la tabla, un valor de temperatura’”.
v que larelacion reune todos los requisitos para ser funcién pues:
-existe un conjunto de valores posibles parat; o sea, un conjunto de partida o

-existe una regla de correspondencia, la tabla de valores, a través de la cual
“a cada tiempo (t) corresponde una Unica temperatura (7 ) ,

@Con el tiempo el concepto de funcién evoluciona y se usa tanto para representar
relaciones de dependencia, del tipo causa-efecto, pertenecientes al mundo de lo concreto
y real como para expresar relaciones de dependencia pertenecientes al mundo de lo
abstracto o ideal.

EJEMPLO 3

: Ecuacion en Luego, considerando como dominio y codominio el conjunto R, la:
i forma explicita
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b) z-21t2=0 PP esta ecuacion propone también una relacion entre dos variables
abstractas; pero aqui no resulta tan claro si la misma cumple con la
condiciobn necesaria para ser funcion. Para decidir esto,

. Ecuaciénen | r 10s a despejar 2
i forma implicita Si despejamos z, tenemos: z=2t",

Luego, considerando como dominio y codominio el conjunto R,
podemos concluir que esta ecuacion “esconde” una funcién.
En tal caso decimos que:

» Cabe preguntarnos: z-2t*=0, ¢ define a t como funcién de z?

Al respecto observamos que de esta ecuacion no podemos despejar t de modo que a
cada valor de z corresponda un Unico valor de t; luego, z-2t*=0 no define a t
como funcion de z.

Conclusion: que una ecuacion defina funcion depende del sentido que establezcamos
para la dependencia entre las variables; o sea, para poder decidir el caracter de la
relacion debemos establecer primero, y claramente, que variable deseamos
“despejar” en” funcién” de la otra.

En este texto, tal cuestion la resolvemos a través de enunciar el problema como sigue:
> analizar si z -2 t*=0 define funcién con férmula z=f(t) ~
(0, <> analizarsi z-2t*=0 define funcion con formula t=f(z) ~)

EJEMPLO 4

En la tabla siguiente se presenta el resultado de asignar, al azar, un ndmero a cada digito:
cestamos ante una funcion?. Un simple andlisis indica que si, ya que a_cada digito

1 |2 |3 |4 |5 |6 |7 |8 |9 |0 T™ DOMINIO
4 12 |2 |6 |3 |5 |1 |1 |2 |e T > COPoMINIO

(*) En este caso observamos que aun cuando la relacion de dependencia no es del tipo
causa-efecto, ni se puede traducir o dar la misma a través de una férmula, estamos

casos como estos en la categoria de funcion.

@ Vemos entonces que:

» en la actualidad el concepto de funcién es muy amplio y abarca mas casos de los que
probablemente nos imaginamos hasta ahora; que tal hecho hace de las funciones una
herramienta fundamental a los efectos de cuantificar relaciones de dependencia entre
magnitudes y convierte su conocimiento en imprescindible a la hora de confeccionar
“modelos matematicos” de fendmenos del mundo real.

» Los procesos o fendbmenos que ocurren en el mundo real no son estaticos, si algo los
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caracteriza es el movimiento, el cambio. El Calculo (rama de la matematica que se
ocupa entre otras cosas del estudio de funciones) es esencialmente dinamico, siendo
su problema central la busqueda de aproximaciones. De aqui su utilidad para
describir procesos cambiantes y la explicacion de porqué, a muchos de los que
comienzan su estudio, les resulta bastante diferente de la matemética con la que han
trabajado hasta ahora (estaticay exacta ).

Dado el caracter de este curso, el cual tiene como objetivo final el desarrollo y
potenciacion de las capacidades requeridas para construir y/o resolver modelos
matematicos, el concepto de FUNCION se abordard desde esta perspectiva. No
obstante ello cabe aclarar que el desarrollo de las capacidades mencionadas, el logro
del conocimiento operativo, requiere del dominio de una amplia gama de técnicas y
rutinas algebraicas y analiticas de alli que una parte muy importante del curso estara
también destinada a tal efecto.

RESUMIENDO: estamos ante una funcion cada vez que:

(I') podamos identificar dos conjuntos, uno de partida y otro de llegada.
[DOMINIO y CODOMINIO]

(1) podamos reconocer la existencia de una regla 6 ley que asigne
a todo elemento del dominio un (y solo un), elemento del codomino.

Si revisamos los ejemplos vistos hasta ahora distinguimos distintas formas de dar la ley de la

funci

on . En lo que sigue profundizamos y completamos esta cuestion.

s Las distintas formas de dar la ley de la funcion.

EJEMPLO 5

f:

N — R ® |EY (de asignacion): f(n) =4n (¥

n —— 4.n ﬂl]l:> ® “conjunto de partida" (DOMINIO) =N
® "conjunto de llegada" (CODOMINIO) = R

fes funcion < : J ( )

(*) laley esta dada a través de la imagen de f para cada elemento del dominio.

EJEMPLO 6

Enun libro leemos: <> el perimetro p de un cuadrado de lado les; p=4.1~

@® Esta conocida formula puede ser abordada desde dos perspectivas distintas:

v’ desde la Geometria: donde se reconoce como una ecuacién, o sea como expresion que

v’ desde el Célculo : donde se reconoce como una relacion_de dependencia, o sea
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Concluimos entonces que la forma de interpretar y trabajar una férmula depende del contexto en
el que se esté operando: asi, y desde la Optica del calculo matematico, la expresién leida en el
libro la registramos como ‘relacion entre dos variables”. Luego, y dado que a cada valor de 1
positivo corresponde uno y solo un valor de p, reconocemos que esta relacion puede incluso
definir funcion.

Problema: p =4. 1, ¢define funcién ? .
" LEY: f(1)=4.1 (*

p=4.1= p ="f(1) con f(1)=4.1=> |= poMINIO = ?
" CODOMINIO = ?

(?) El conjunto de partida y el de llegada no estan indicados; luego, ¢tenemos funcion?:
Si, estos conjuntos existen aun cuando no estén explicitamente Indicados.

La ley se “aplica” y “produce” nimeros positivos.

Luego, p = 4. | define funcion:

f:R" — R

o _ :’> " lEY: p=41 ()
1t —p=41 1 " DOMINIO = R*

f es funcion <:"]|| = CODOMINIO = R"

(*) la ley esta dada por una formula (de la geometria). Este caso es similar al anterior ya
que en definitiva lo que se da es la imagen de f para cada elemento del dominio. (aunque
escrita de otra forma).

OBSERVACIONES:

@ En los ejemplos 5 y 6 hemos elegido la letra f para representar la funcién, pero
como Yya dijimos podriamos haber elegido cualquier otra letra, particularmente si la
funcion no tiene ningun significado en especial como es el caso del ejemplo 5.

En el caso que la funcién tenga una interpretacion concreta resulta Gtil elegir una letra
que represente aquello de lo que trata la funcidn. Asi, en el caso del ejemplo 6 la
funciéon “produce” perimetros; luego conviene y es costumbre identificarla con la letra
‘p’. Asi, para esta funcién , resulta mas grafico escribir:  p=p(l) con p(l)=4.l

@ en el ejemplo 6 vemos que existe funcién ain cuando dominio y codominio no
estén explicitados. En tal caso asumimos que estos conjuntos quedan “naturalmente
determinados” por la ley de correspondencia y les damos el nombre de dominio y
codominio natural.

puede ser aplicada.
CODOMINIO NATURAL (Cn): cualquier conjunto que contiene todas las imagenes .

La determinacion de estos conjuntos resulta de suma importancia para el estudio de funciones. El
codominio no ofrece dificultades ya que tomando el mayor conjunto posible nos asegurarnos que
el mismo contiene a todas las imagenes. No sucede lo mismo con el dominio, en relacion a la
determinacion del mismo existen distintas cuestiones a evaluar. Estas son:
v" las restricciones de orden algebraico propias de la formula o expresion matematica
que expresa la ley de correspondencia.
v' las limitaciones debidas a las variables que intervienen, particularmente en el caso
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gue las mismas representen medidas, magnitudes fisicas, econémicas u otras.
v las limitaciones propias de la cuestion que la funcion modeliza.

@ Concluimos entonces que cada vez que detectemos una relacion de dependencia en que la
estén explicitamente indicados. En tal caso, y a los efectos de representar la funcién,
procederemos a elegir una letra para simbolizarla y otras dos para indicar los elementos del
dominio y del codominio respectivamente. Si la funcion no tiene una interpretacion concreta,

elemento genérico del dominio lo indicamos con "x” y del codominio con "y

@ Cuando hablamos de “relacién de dependencia” resulta natural pensar en una relacién del
tipo causa-efecto y en la mayoria de las funciones de uso cotidiano esto es realmente asi. Pero,
como Yya se observd, la concepcion moderna de la palabra funcién es mucho més amplia. Como se
desprende de la definicion, solo se pide que cada elemento del dominio tenga “asociado” un unico
del codominio, pudiendo esta asociacion estar establecida en forma arbitraria. Asi, por ejemplo,
si a cada alumno le asigno un namero al azar, se tiene una funcién cuya ley no obedece a ninguna
relacion causa-efecto. En cambio si le asigno su nota en el parcial, jjsi que se tiene relacién
causa-efecto !!.

@ Los ejemplos analizados ponen en evidencia el hecho de que las variables no desempefian el
mismo rol, que este difiere en forma muy importante de una a otra. Asi:

"los valores de las variables del dominio se pueden tomar en forma arbitraria (dentro del dominio),
los correspondientes del codominio son el resultado de esa eleccion”

Luego, y teniendo en cuenta esta particularidad las distinguimos del siguiente modo :

variable independiente (v.i) —— la del dominio
variable dependiente (v.d) —— la del codominio.

EJEMPLO 7: procedemos a analizar las siguientes expresiones coloquiales a los
efectos de decidir si las mismas “definen funcion” :

(1) "el volumen de una esfera de metal (I1) "el volumen de una esfera de metal
varia con el radio de la misma" varia con la temperatura de la misma"

(*) detectamos una relacion de dependencia | (*) detectamos una relacion de dependencia
en que la correspondencia es univoca en que la correspondencia es univoca
|| 1]

U
FUNCION FUNCION
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¢Como expresamos estas funciones en "lenguaje matematico"?

(1) "el volumen de una esfera de metal (1) "el volumen de una esfera de metal
varia con el radio de la misma" varia con la temperatura de la misma"

|| 1ro) reconocemos variables y elegimos letras apropiadas para identificarlas:

(1) (radio)=r ; (volumen)=V (1) (temperatura)=t; (volumen)=V

|| 2do) establecemos el ‘orden” de dependencia:

(1) elvolumen depende del radio ( I1") el volumen depende de la temperatura
el volumen es funcién del radio. el volumen es funcidn de la temperatura
V=F(r) V="F(t)

|| 3ro) explicitamos (de ser posible) la regla de correspondencia e indicamos Dn y Cn

(1) V=Ff()con f(r)=4/3=r> |(I) V=Ff(t) con f(t)= ?
D,=R"
Ch=R"

(*) en este caso, acudiendo al auxiliode la |(*) en este caso desconocemos una formula
geometria, podemos explicitar la dependencia | que relacione las variables; luego, no podemos
detectada a través de una férmula. ‘formalizar” la dependencia Volumen- temperatura.

Ello no quita que exista funcion; mas adn, plantea

NOTA: el objetivo ultimo de la matematica es expresar la relacion detectada entre dos
variables a través de una o mas formulas. Hasta tanto esto no se logre se admiten otras
formas de expresar la ley de la funcién; o sea, la correspondencia entre las
variables.

Asi, enelcaso (1) se puede acudir a una TABLA DE VALORES.

Para construir la misma se determinan en forma experimental los volumenes

correspondientes a distintas temperaturas y los valores obtenidos se disponen en forma
de TABLA.

t (°C) 10 15 20 25 30 35 40 45

V (cm?) V. V., Vs Vs Vs Ve Vi Vg

Luegoen (1) g |Ey: TABLAde VALORES

m DOMINIO = {10, 15,20, 25,30, 35, 40, 45}
B CODOMINIO = R™ (voltumenes)

EJEMPLO 8: procedemos a analizar el siguiente comentario a los efectos de detectar
si el mismo encierra alguna “funcion”.
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Juan, que es duefio de un negocio, comenta a su vecino que dado el aumento del
costo de vida va atener que aumentar en un 20% los precios de la mercaderia que
vende. Agrega que la tarea va a ser facil ya que en la actualidad los precios son
todos valores enteros entre 5y 15, excepto 10, ya que los articulos de $ 10 los
vendio a todos.

1ro) reconocemos variables y elegimos letras apropiadas para identificarlas

aumento de precios?: de un precio viejo, pv, hay que pasar a un precio nuevo, pn.

2do) establecemos el ‘'orden” de dependencia:

sin dudas, "el precio nuevo depende del precio viejo".
"el precio nuevo es funcion del precio viejo".

pn =f(pv)

3ro) explicitamos laley de correspondencia e indicamos Dny Cn

> al precio viejo (pv) sumarle el 20% del mismo <
Dn={5; 6; 7; 8; 9; 11; 12; 13;14;15} ; Cn=R"

Luego, en este caso tenemos: )
B LEY : “al precio viejo sumar el 20% del mismo *

B DOMINIO ={5,6,7,8,9,11, 12,13, 14, 15}
B CODOMINIO = R" (precios)

Como ya dijéramos, el objetivo ultimo del trabajo es el de encontrar (de ser posible) una
férmula para la ley de la funcion. O sea que el proceso anterior admite otro paso:

4to) de ser posible, buscamos una férmula parala ley de la funcién

pn = f(pv) con f(pv)=pv+20% pv
Y

pn =pv + 0.2 pv pn=12pv |

EJEMPLO 9

En una experiencia realizada en un laboratorio, se registra en la pantalla de un monitor,
cada 5 minutos, la temperatura (t) de una solucién en la que se ha desencadenado cierta
reaccién quimica. Se obtiene asi el gréafico adjunto.



20

o
=

12}
=

- En este gréfico:

48 ¢detectamos funcion?
26 - Si,
171 DY 1 pues para cada valor de “t”
28 del dominio el gréfico
B proporciona
1R uno y sélo un valor de “T”
- Luego, T="1(t).
5 5 B 15 2P 25 3
10

. LEY : EL GRAFICO
T=f(1) = DpoMmINIO = D,={0, 5, 10, 15, 20, 25,30 }
"= CODOMINIO=C,=R"

(*) El registro de datos en forma gréfica resulta de suma utilidad a la hora
de intentar hallar una formula para la ley de f. Efectivamente, a partir del
registro obtenido y con la ayuda del calculo mateméatico podemos obtener
una férmula que exprese la relacidén temperatura-tiempo; méas adn, segun la
curva con la que nos propongamos aproximar los puntos (recta, parabola,
etc), podemos obtener distintas férmulas y luego, entre ellas, seleccionar
la que mejor aproxima. Por ejemplo, las siguientes ecuaciones resultan de

aproximar los puntos obtenidos, (I) con una recta; (Il1) con una parabola

(1) Modelo lineal 2> 1= 13,6 + 1.24 t
(11') Modelo cuadratico > 1= 15,3+ 0.7t+ 0.018 t°

T ™

(1) (1)

e
L=
o
-~}
=

/
. A m e

5]
=1
[Ca)
-~}
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(*) ¢ Qué modelo “ajusta mejor” los datos ?.

(*) Se utiliz6 una de las curvas de ajuste para predecir la temperatura de la solucién a
los 40" . El resultado obtenido fue, 72,1°C. ¢;Qué modelo se usé?.

EJEMPLO 10

La Fisica es la ciencia que se ocupa de mostrar que establecido un sistema de referencia,
laaltura y en cada instante t de un cuerpo arrojado hacia arriba, se puede calcular segun
la siguiente ecuacion:
Yo = altura inicial
V=V + Vo t+ |at? Vo = velocidad inicial

a = "g” aceleracion de la gravedad

@ Desde la 6ptica del calculo mateméatico esta ecuacion define funcion ya que a
cada valor de t asocia un namero y s6lo uno, y (altura del cuerpo respecto al
punto de referencia en ese instante). O sea:

y=T (t) con f(t)=yo+ vt + | a t?

Analizamos un caso particular: 4
Si yo=0; vp=5y a=-2 £
la ecuacién que describe el desplazamiento T
de un cuerpo arrojado desde el piso, resulta: | o
y =5t-t S

Si sabemos que cuando el cuerpo toca el piso

nuevamente, cesa todo movimiento:
¢podemos decir f(t) = 5t-t* es la funcién

que describe el desplazamiento ?

@ Como vemos, nuevamente dominio y codominio no estan dados en forma explicita;

Efectivamente, para tener rigurosamente definida la funcion debemos indicar cual es el
dominio y codominio de la misma, particularmente su dominio natural; o sea, el conjunto donde
“naturalmente” tiene sentido la ley que la define.

Ante este problema, real y concreto, ademas de analizar la existencia de restricciones de orden
algebraico (que en este caso no las hay), debemos analizar especialmente las limitaciones

- Un primer y répido analisis indica que la respuesta a tal cuestion es NO.
En primera instancia porque t, por representar tiempo, debe ser positivo (t > 0 ); ademas, porque
existen valores de t que aun siendo positivos tienen imagenes negativas (t =6 > y=-6); y esto,

- ¢Donde la representa ?. En este punto del analisis resulta conveniente volver a leer el
problema, ver si no existe algin dato que paso desapercibido y puede servir en este momento.
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Esto, traducido a nuestras variables, significa que a partir de ese momento, y =0;
lo cual, aplicado a nuestro problema, significa que es a partir de alli que la ecuacion fisica no

- ¢ Cual es finalmente el dominio natural de f ?: D, f =[0,5].
- ¢Porqué? : porque el cuerpo toca el suelo nuevamente cuando t=5.

- ¢ Existird alguna funcion que describa el desplazamiento de este cuerpo, paratodo t?.
- Si, tal funcion existe; lo que no existe es la posibilidad de describir dicho desplazamiento
a través de una Unica ecuacion.

cuerpo en movimiento y cuerpo en reposo), no podemos dar la ley de la misma a través de una
sola ecuacion o formula. Asi, cuando el cuerpo estd en movimiento, la altura del mismo respecto
del piso se expresa a través de la correspondiente formula fisica, mientras que para expresar que el
cuerpo esta en reposo debemos acudir a otra formula: y = 0. Este hecho, que la ley de la funcion
esté constituida por mas de una féormula, lo indicamos de la siguiente manera:

5t -t> ; 0<t<5
f(t) =
0 : t>5

@ Las funciones definidas por varias leyes, como la del ejemplo, reciben el nombre de
funciones seccionalmente definidas .

RESUMEN

‘ ® DISTINTAS FORMAS DE "INFORMAR" UNA FUNCION.

| - ALGEBRAICAMENTE - conuna (ej.5), dos(ej.10) 6 mas férmulas.
I1- NUMERICAMENTE = con una TABLA de VALORES (gj.2: t=f(t))

Il - GRAFICAMENTE - conunagréafica (ej.9: t=f(t))

IV- VERBALMENTE - con una descripcion en palabras (g].8 )

@ Obviamente existen funciones que pueden ser representadas de las cuatro maneras. En tal
caso resulta atil pasar de una forma a la otra ya que cada forma de representar una funcion
destaca aspectos que las otras no hacen. Asi, combinando las distintas formas vamos a tener
mucho mas informacion sobre la funcién que con solo una de sus representaciones.

@ En general, ciertas funciones se describen en forma méas conveniente con un método que con
otro. Asi, la forma méas natural de dar el volumen de una esfera en funcion del radio es a
través de la férmula , aunque también se lo pueda dar con una tabla de valores o un gréfico.

@® Lafuncion T =f(t), funcion que describe la temperatura de una solucién en funcion del
tiempo, la hemos presentado de distintas maneras: como tabla de valores (gj. 2; pag 13), como
gréfica (ej. 9; pag.20) y hasta como expresion algebraica (modelo lineal y modelo cuadratico,
pag. 20). En este problema, tipicamente experimental, es importante sefialar varias cosas:

- que “sin la tabla de valores” ninguna de las otras expresiones hubiera sido
posible. O sea, que es la forma esencial de dar estas funciones (experimentales).

- que esimposible dar una formula algebraica con la cual obtener exactamente los
valores de la tabla o grafico. Qué lo que podemos obtener son férmulas que
aproximan (mejor o peor) dichos valores. Asi en el ejemplo se obtienen dos
férmulas, una lineal y otra cuadratica. Estas funciones, obtenidas con métodos que
veremos mas adelante, son modelos matematicos que permiten calcular la
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temperatura de la solucion en cualquier instante 't , mas alla de los efectivamente
registrados. Estos modelos son funciones que dan una aproximacion del hecho
real. De alli que pueda existir mas de un modelo para un mismo hecho. Uno de los
problemas fundamentales del Céalculo es no sélo hallar modelos matematicos sino,

- Muchas veces tales modelos no se pueden hallar. Esta cuestion también se resuelve,
ya que si bien los conceptos béasicos del célculo generalmente se deducen a partir de
funciones dadas por una formula (funciones continuas), luego se los reformula de
modo tal que se los puede aplicar directamente a tablas de valores (funciones
discretas).

" DISTINTAS FORMAS DE "VISUALIZAR"™ UNA FUNCION :

1- Como APLICACION: f:A->B

2-  Con "DIAGRAMAS DE VENN":

3- Con DIAGRAMAS DE CORRESPONDENCIA:

Si los conjuntos A y B son conjuntos numéricos, pueden ser representados sobre
rectas graduadas Yy paralelas entre si. Esta forma de representar una funcion
resulta conveniente cuando la misma se refiere a "desplazamientos”; por ejemplo,
espacio recorrido por un movil (e), en funcion del tiempo, (t).

3 L)
(B) —1 > (Km) e=f(t)
0 e=10 Del diagrama leemos que,
T a las dos horas el moévil recorrié 10 km;
osea, f(2)=10
(A) — i > (hs)
0 t=2

4- Con "GRAFICOS CARTESIANOS", como en el ejemplo 9, pag.20 .

5- Con "DIAGRAMAS DE MAQUINA"

Estos ultimos han adquirido auge ultimamente en funcion de que se los puede
asimilar a una calculadora 6 computadora.

Si una funcién estd definida por una ecuacion, el uso de tales diagramas suele ser
muy grafico y ayudar a la comprension de més de un concepto relacionado con
funciones.

En este tipo de diagramas, la funcion se piensa como una maquina procesadora,
es decir, como una maquina que acepta x’s como insumos, los procesa segun su
mecanismo interno (regla de la funcion), y produce f (x"s) como salida. Asi, el
dominio se puede imaginar como el conjunto de todas las entradas posibles, el
codominio como el conjunto de todas las salidas posibles, la variable
independiente x como un hueco a llenar al interior de la maquina y, la regla o
ley de la funcion, como el proceso al que va a ser sometida esta variable cuando se
rellenen con ella los huecos disponibles.
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EJEMPLO: f (x) = x® -4x +1

@—» AT R

TECLADO CALCULADORA VISOR

Asi, paraevaluar f(-2), basta rellenar cada hueco con [- 2]

(D 57-arer 18
R o L f (_2)

| EJERCICIOS

Las cuestiones 0 expresiones que se proponen a continuacién pueden o no
comprender 6 esconder una funcidn. En el caso que asi fuera identificar Dn, Cn
y ley de asignacion.

1-

3-

4-

El otro dia muchos alumnos saltaban de alegria frente al transparente de la
catedra donde estaban publicadas las notas del parcial. Sucede que las mismas,
que en un principio eran valores enteros entre 0 y 100, se habian reconvertido
de modo que el rango de variacion ahora estaba entre 0y 10, jpero
conservando el hecho de que fueran valores enteros! La parte decimal, de
haberla, se habia redondeado al entero mas préximo por defecto, si era menor a
0.50 vy al méas préximo por exceso en caso contrario. jj Qué alivio para
algunos!!

En un manual leemos el siguiente ejercicio: asociar a cada numero de los
conjuntos indicados a continuacion, la suma de los digitos que lo forman (si tal
suma diera un numero de dos digitos, volver a sumar).

(2a) A={xeN/10<x<18} (2b)B={x e N/10<x<27}

Sea f: Z = Ng
x 2 y=f(x) con: 3a) f(x) = «/; ; 3b) f(x)=x+5; 3c) f(x)=x2.

La familia Benvenutti tiene una pileta de 3 m. de largo por 5 de ancho y 1.50
m de altura, la cual llenan a distintas alturas segun los invitados del fin de
semana.

Cansados de estimar “a 0jo” la cantidad de cloro a echar en cada caso, deciden
pintar una regla sobre la pared interior de la pileta y buscar una expresion que
les permita calcular el volumen de agua segun el caso. Como discuten acerca
de como hacer esto, y no se ponen de acuerdo, deciden hacerlo cada uno a su
manera. Asi, el Sr. Benvenutti pinta su regla en la pared norte y escribe “su
formula”™ al lado de la misma: V= 15. (1.50 — x), orgulloso se da vuelta para
cargar a su Sra (que estd haciendo lo propio en la pared sur) pero,..., cuando
ve la regla y la formula que ella pintd, V =15. x, se le congela la sonrisa v,
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para zafar, dice: bueno, pero las dos estan bien. La Sra. da media vuelta y se
retira sonriendo.

En un manual de matematica leemos:

- Asignar a cada digito no nulo los maltiplos del mismo que estén comprendidos

entre 5y 25 incluidos estos.

- Asignar a cada numero entero entre 5y 25 el menor divisor del mismo distinto

de 1.

6-

Un movil se desplaza a una velocidad constante de 100 Km/h durante 5 hs.
Sabiendo que, "si un movil se mueve a velocidad uniforme entonces la distancia
recorrida (d) es directamente proporcional al tiempo transcurrido (t )", se desea
hallar una expresion para calcular la distancia recorrida por este mévil en
cada instante t.

Se estd inflando un globo esférico con cierto gas. Se sabe que la presion del
gas en el globo fue de 20 I/cm? cuando el mismo alcanzé los 9 cm de radio. Se
desea hallar un expresién para calcular la presion para distintos radios
sabiendo que, a temperatura constante, presion y volumen son “inversamente
proporcionales’

Juan, a través de un aparato que detecta posicién de particulas, durante 5
minutos y cada 1/2 minuto, registra el desplazamiento de la particula que esta
estudiando. Obtiene el siguiente registro, se convence de que la particula se
esta desacelerando y se va a dormir tranquilo.

t 0 05 1.0 |15 |20 |25 [3.0 |35 |40 |45 |50
X 3 4 5 6 6.5 |7 7.2 |74 |76 |7.65 |7.68

9.- La suma de nameros reales: ¢es funcién ?

1.2 Conjuntos Asociados a una Funcion:

Dominio, Conjunto Imagen y Grafico de una Funcién.

1.2.1 Consideraciones acerca del dominio natural para f: A-> B

En el parrafo 1, definimos funcion, los elementos que comprende este concepto, entre
ellos: Dominio (A) y Codominio (B). Definimos luego Dominio y Codominio Natural
(Dn y Cn) e indicamos que la determinacién del Dn requeria de varias consideraciones.
(observacion pag. 6). En este parrafo ampliamos este ultimo punto.
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B Determinacion del dominio natural en funciones que tienen la misma férmula :

., 100 100 100
Funcion (I)y_x_—o_2 (rn W=-—07 (III)P_V_O_2

Variables V.i. 2 X v.ii. 2 u v.i. 2V (volumen)

v.d 2>y v.d 2> w v.d 2P (presion)
- restricciones propias de la férmula: X #0.2 u=0.2 V = 0.2
- restricciones debidas a la variables: ninguna ninguna V>0 ; P>0
- restricciones propias del modelo: ninguna ninguna V>0.2

Dominio Natural :Dn=R-{0.2} Dn=R-{0.2} Dn=(0.2; +o)

Observaciones y Conclusiones:

v' afunciones con férmulas iguales pueden corresponder dominios iguales o distintos.
v' si las variables son abstractas, a formulas iguales corresponden dominios iguales, no
importa las letras con que se identifique a las variables. En la determinacion del dominio
solo se deben tener en cuenta las restricciones de orden algebraico de la formula.

v si las variables son concretas, a formulas iguales pueden corresponder dominios
distintos. En estos casos, en la determinacion del dominio a mas de las restricciones de
orden algebraico también se debe considerar el sentido de las variables .

ven(l)y (1) los dominios son iguales (mas alla de que se hayan usado distintas letras
para la férmula, ya que en ambos casos estas representan variables abstractas).

v en (1) y (Hl) los dominios son distintos, y en este caso si tiene importancia que las
letras sean distintas porque el cambio tiene ahora una intencion, la de indicar que se
modifica el caracter de las variables, que de abstractas pasan a ser concretas. ( X,y son
abstractas mientras que V, P son concretas).

v'en la determinacion del dominio no influye el tipo de letra usado para representar las
variables sino, y esencialmente, el caracter de las variables que tales letras representan.

@® En los parrafos siguientes vamos a estudiar propiedades de las funciones tales como
monotonia, simetrias, inyectividad, etc, propiedades estas que luego usamos para
clasificarlas. Vamos a ver también como muchas de estas propiedades dependen en forma
muy importante del dominio de la funcién; como pueden incluso cambiar si para una
misma ley consideramos distintos dominios. A este respecto es intuitivamente aceptable

que para que dos funciones sean iguales no basta con que tengan leyes iguales, que el
domino de las mismas también debe ser considerado en la comparacion. Precisamos
entonces el concepto de Igualdad de Funciones.

DEFINICION:
lgualdad " . . . - . .
de dos funciones son iguales si y solo si tienen la misma ley, el mismo
Funciones dominio y el mismo codominio"

Asi en los ejemplo vistos, (1)y (1) representan funciones iguales mientras que (1)




27

Ejemplo 1:

Analizar si las funciones costo (c) y perimetro (p) indicadas a continuacién son iguales:

()] c=c(n) con c(n)=costo de 'n” lapices de costo unitario $4.
(1 p=p(L) con p(L)= perimetro de un cuadrado de lado L.

Solucion:

A los efectos de realizar el analisis pedido procedemos a determinar ley y dominio
natural de cada una de las funciones dadas. Como la ley estd dada en forma verbal
primero tratamos de expresarla a través de una formula (esto facilita la comparacion) y
luego, para establecer el dominio natural, tenemos en cuanta que en ambos casos se
trata de variables concretas. Como codominio tomamos siempre los reales (R)

(1) c=c(n) con c(n)=4.n y Dnc=N [n: cantidad de lapices ]
(M) p=p(L) con p(L)=4.L y Dnp= R; [ L: longitud del lado del cuadrado ]

La ley es la misma pero los dominios son distintos.
Rta: las funciones costo y perimetro dadas no son iguales, ellas difieren en su dominio.

1.2.2 Consideraciones acerca del Codominio y Conjunto Imagen para
f:A>B

Definimos el codominio de f, como el conjunto que contiene a todos los y tal quey = f (x)
para algin x del dominio de f. De la definicion resulta evidente que hallado un
codominio, cualquier otro conjunto que lo contenga también puede ser tomado como
codominio, ya que este también contendra atodas los y tal quey =f (x). O sea,

B codominio de f,
BcB } B” también puede tomarse como codominio.

Asi, y en general, a la hora de decidir acerca del codominio de una funcién tenemos
muchos conjuntos entre los cuales optar; luego, para garantizar y simplificar la eleccion
(y de ser posible) tomamos el mayor de todos ellos.

Por ejemplo para las funciones “costo” y “perimetro” del ejemplo 1, un codominio posible
es R" (tanto costo como perimetro se informan con niimeros positivos).

R* < R; por lo tanto R contiene todas las imagenes y puede también tomarse como
codominio. Como R es el ‘mayor”, tomamos Codominio ¢ = Codominio p = R.

@ Recordemos que aun cuando las funciones tienen la misma ley (multiplicar por 4
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lav.i.) y el mismo codominio (R), como Dnc=N y Dnp=R", entonces c#p. Luego,
y segun vimos, deben tener alguna propiedad distinta. Investigamos esto.

(*)c:N-> R/c=4n: undiagrama de correspondencia puede ayudarnos en este caso:

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 N [LAPICES]

Del grafico vemos que hay nimeros reales que no son "costo” (imagen) de ninguna
cantidad de lapices de $4. Por ejemplo, no existe ninguna cantidad que cueste $10.
Vemos que: ¢’ es un costo posible si y so6lo ‘¢’ es multiplo de 4.

Esto indica que como codominio de esta funcién podemos tomar conjuntos "mas

chicos” que R, como por ejemplo, R"; N ¢ C = {ceR/cesmultiplo de 4}

(*) p:R"™> R/p=4L : en este caso para visualizar consideramos un diagrama de Venn

Sabemos que no cualquier namero real es “perimetro” (imagen) de un cuadrado de
lado L. Por ejemplo: no existe L tal que el perimetro del cuadrado sea, -2.
Vemos que: “p~ es un perimetro posible si y s6lo "p” es un nimero real positivo;

- -7 - . +

equivalentemente, que la funcidn perimetro llega y cubre totalmente al conjunto R .
. - ~ .. - , . -, +

Esto nos dice que existe slo un codominio “méas chico” que R y que este es R™; que
cualquier otro conjunto “menor” (por ej: N) no contendria todas las imagenes.

Conclusiones:
v dado que para el codominio solo pedimos que contenga todas las imagenes, a la hora
de decidir el mismo, generalmente hay varios conjuntos entre los cuales optar. En tal caso,
y Si no existen restricciones, conviene tomar el "mas grande” .
v’ si bien a partir del mas grande podemos “achicar” el codominio, hay un limite para
ello; es decir, hay un conjunto que es el "menor codominio” posible. Este codominio
“minimo” es aquel que contiene a todas las imagenes de la funcion, y solo a ellas.
v’ para las funciones costo y perimetro, los “codominios minimos” son:

- Codominio 'minimo' para ‘costo” = {c/c mdultiplo de 4}

- Codominio 'minimo' para “perimetro” = R".
0 sea, son distintos . (encontramos una propiedad en la que difieren) .
v'vemos asi que el ‘codominio minimo” de una funcién, depende de la funcién (ley y
dominio ). Es por lo tanto un valor que la caracteriza, una propiedad a estudiar.
v’ existen muchos problemas cuya resolucion requiere tomar el “codominio minimo”, de
alli la importancia de este conjunto en la teoria de funciones. Luego, presentamos una
definicion equivalente del mismo (la mas usual) e indicamos otros nombres con los que

s

ordinariamente se lo llama, estos son: conjunto imagen, rango 6 recorrido.
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DEFINICION:
. Dada f:A - B llamamos conjunto imagen al conjunto de todas las
C_onJunto imagenes de x por f. Lo indicamos: Imf.
imagen

Imf ={yeB/ y=f(x) para algin x € A}

Segun lo visto para las funciones “costo” y “perimetro” del ejemplo 1; tenemos:

Imc={c/c esmdltiploded} = {4;8;12;16;........... }
Imp=R" =(0;+x)

NOTA: en general a leyes distintas corresponden conjuntos imagen distintos; lo que
remarcamos aqui es que las imagenes pueden ser distintas ( Im ¢ # Im p) adn cuando las
funciones tengan la misma ley; que cuando decimos que dos conjuntos son distintos
estamos sefialando no sélo que estos difieren en la cantidad de elementos, sino también en
cuanto a la calidad de los mismos; asi, Imc es un conjunto discreto mientras que Imp
es un conjunto continuo.

(c) (p)
B ley: n—>c=4n B ley: L—p=4L
B Dominio = N << *=Tm Dominio = R"
B Codominio =R JL B Codominio=R
B Imc={4;8;12;16,...} BImp=(0;+x)
| c = p

Ejercicio:

Dada f(x) =2x-2 hallar Imf para cada uno de los dominios que se indica:
a) Dr={0,1,2,3,4,5}
b) Ds=[0;5]

Solucién:

a) en este caso el dominio es discreto; luego la imagen también lo es.

Podemos dar el conjunto imagen por enumeracion:

Im f = {f(0); f(1); f(2); f(3); f(4); f(5) } = {-2:0;2;4:6;8}
b) en este caso el dominio es continuo; luego la imagen también lo es. No podemos

que debe cumplir un nimero para pertenecer a él :
Im f = {yeR/ y=2x-2 paraalgin xe[0,5]} = { yeR/ -2[y[8}=[-2; 8]
1.2.3 Gréfico de una funcion.

Vimos que una forma de dar una funcién era a través de su grafica. En este parrafo
puntualizamos y ampliamos este concepto para una f definidade AenB.
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DEFINICION:
Llamamos gréafica de f al conjunto de todos los pares ordenados
gréafica cuya primer componente es un elemento x del dominio y, su segunda
de f componente, la imagen de x por f; la indicamos:

graf f = {(x,y) / xeA, y=f(x) } = { (x;f (X)) / x € A}

Observacion:

Si Ay B son conjuntos de numeros reales podemos introducir un sistema de coordenadas
en el plano y, dada la identificacion entre pares ordenados de nimeros reales y puntos del
plano, representar graficamente al conjunto graf f.

A esta representacion la seguimos llamando grafica de f.  Por uso y costumbre
convenimos en representar al primer elemento del par sobre el eje horizontal y al
segundo sobre el eje vertical; asi :

eje horizontal <> variable independiente <> dominio
eje vertical <> variable dependiente <> imagen

Ejemplo 2: a) obtener grafc para la funcién costo, c=4n, del ejercicio 1.
b) obtener graf p para la funcion perimetro, p = 4L, del ejercicio 1.

a) graf c={(n;4n)/ ne N}= b) graf p={(L;4L)/ L e (0; +x)}
={(L;4), (2,8), (3;12), (4;16), ...}

16 16
12 12
8 8
4 4

N / L

0 [1 |2 |3 [4 |5 |6 0 [1 ]2 [3 ][4 |5 |6

Observaciones:

v/ dominio e imagen de la funciobn costo son conjuntos discretos v,
consecuentemente, su grafico es también un conjunto discreto.

v/ dominio e imagen de la funcién perimetro son conjuntos continuos; luego, su
grafico resulta un "continuo™ de puntos.

v' la grafica de una funcion da idea del comportamiento global de la funcién ya que
permite visualizar la misma en forma integra, conocer su historia_de_vida.
Luego, resulta un elemento muy util a los fines de estudiar propiedades y rasgos
caracteristicos de cada funcion.
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1.3 Criterios Graficos en el Analisis de Funciones

En este parrafo discutimos bajo que condiciones una curva en el plano resulta el grafico de
una funcion y, en tal caso, como se determinan Dny Cn.

1.3.1 De como "leer™ el gréafico de una funcion.

YA C
® Si P pertenece a la grafica de la funcion f
entonces si su abscisa es a,
(a,b) su ordenada es f (a).
[f(a)]= b $mi DR
P(@a;b) e graf. f & aeDnf y b =1f(a)

biorf(a) ()

o ® dominio <> eje horizontal = a € eje x

a X . o .
® imagen <> eje vertical = b e ejey

Conclusion:

Para leer la imagen de “a” desde el grafico, podemos:
» partir de “a” y “subir~ (6 bajar) hasta la gréfica. (si no la encontramos = | f(a) ).
» al llegara P, punto de la gréfica, doblar en angulo recto y avanzar hacia el “eje y’,
» llegado al eje y, leer alli el valor alcanzado. Este valor es f(a).

Observacion:

Si s6lo queremos el “valor de f(a)” podemos obtener el mismo directamente del
grafico con solo determinar la altura de “a” hasta la grafica. (**)

Pero, cuidado, que si lo que queremos es graficar f(a), debemos ir hasta el ejey.

s

1.3.2 De como detectar si una curva plana es el grafico de una funcion

El grafico de una funcion real a variable real siempre es una curva plana.

Pero: ¢sera toda curva plana el gréafico de una funcién? .

Investigamos esta cuestion a través de analizar las curvas que se dan a continuacion.

En ellas indicamos la ¢ las ordenadas (y ) de los puntos sobre la curva que corresponden
a las abscisas indicadas en cada caso:

7 \ A,
b 4 3
b s [/ T 2 N
b |2 |/ 1
4 a3 ]2 afo |1 12\ >
als]2ba /11 |2 |5 |a 1 ),
t -1 -2
|2 1o
b |3 4
/ : -4
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X -2 |-1 |0 1 2 X -3 [-2 0 2 |3
y |-2 |-1 [0 |1 |5 y: 10 |2 [3 |2 |0
Yo 3 |-2

\“% Al definir el concepto de funcion dijimos que los distintos elementos constituyentes de
la misma debian cumplir “condiciones”; entre ellas, que la ley debia asignar a cada
elemento del dominio un dnico del codomino.

En las curvas propuestas: ¢sucede esto? ; ¢a cada x corresponde un Unico y ? Facilmente
observamos que en la primera curva esto es asi mientras que en la segunda no.
Concluimos entonces que la primer curva es el grafico de una funcion mientras que la
segunda no lo es.

¢Qué diferencia sustancial observamos entre ambas curvas?: que si consideramos rectas
perpendiculares al eje x, en el primer caso estas cortan a la curva en un unico punto,
mientras que en el segundo caso esto no es siempre asi; existen tramos de la curva donde
larecta corta la curva en mas de un punto (en el ejemplo, en dos)

® Prueba de la recta vertical , el andlisis hecho permite concluir que:

Una curva plana C es el grafico de una funcién de x si y solo si
ninguna recta vertical corta a lacurva en mas de un punto .

1.3.3 Determinacién deDnf e Imf enuna curva C tal que C=graf f

10
4

e F
8
:

6 / " Sea C zgraf f; luego:
Imagen < 5 /
/ ® Dn = “proyeccién” de C sobre gje x.
ak A Dn = [1,5]
3] :
\2 5 C = Im f = “proyeccién” de C sobre ejey.

Imf= [2,9]

v

5 14 (32 1o (1 |2 |3 |4 |5

Dominio
[ [ |

1.3.4 Propiedades de simetria y monotonia en el grafico de una funcién

Uno de los objetivos esenciales del Calculo 6 Analisis Matematico es el de detectar
propiedades o comportamientos de las funciones que permitan luego distinguirlas una de
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otras, reconocer la oportunidad de uso de cada una de ellas 0 descubrirlas entre la marafia
de datos de un problema Asi por ejemplo, interesara saber si una funcion presenta
simetrias, si es asintotica a algun valor, si crece o decrece, si tiene “cumbres” o “valles’.
En lo que sigue vemos como la gréfica de la funcion puede ser de gran ayuda en la
determinacion de cuestiones tales como las mencionadas.

= SIMETRIAS:

(1) Sea la funcion f la funcidn cuya grafica se indica a continuacion:

A

/

/

»
»

\ pd

DEFINICION

»

»

¢, Qué vemos?:

que la parte del grafico que corresponde
alos x<0 serefleja, através del ejey,

sobre la parte que corresponde a los x >0
Porej: f(-3)=f(3)=-2

Decimos que f es simétrica respecto del
eje y. (eje de simetria)

A la funcion que es simétrica respecto
del ejey, la llamamos funcién par .

funcioén
par

Una funcién f se dice que es una funcién par siy sélo si
f(-x) =f(x) ; V x € D¢

(1'1) Sealafuncion f la funcién cuya gréafica se indica a continuacion:

N

3

»
»

¢, Qué vemos?:

gue la parte del grafico correspondiente
alos x <0 se puede obtener girando
180° alrededor del origen, la parte que
corresponde a los x >0.

210 7 |5 > Porej. f(-2)=-3=-1(2)
/ » Decimos que f es simétrica respecto
“|-3 del origen.
» A lafuncién que es simétrica respecto
del origen la llamamos funcién impar
DEFINICION
funcion Una funcién f se dice que es una funciéon impar siy sélo si
impar f(-x) =-f(x); V x e Dy
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Observaciones:

v Una funcién podra ser par (o impar) si y s6lo si su dominio es simétrico respecto del
origen, ya que en ambos casos se debe comparar f(-x) versus f(x).

v" Una funcién podréa ser impar si y sélo si f(0) = 0.

v' La propiedad de ser par o impar esta ligada a la simetria de la gréfica, si la gréfica de
una funcién no presenta simetria alguna, dicha funcion no es par ni impar.

= MONOTONIA:
Al observar el grafico de una funcién puede ser que el mismo se eleve desde abajo e

izquierda ( ) 6 bien, caiga desde arriba e izquierda ( N ).
En el primer caso decimos que la funcion “crece”, en el segundo que “decrece’

A A
y Y 4 —
o/ -
VX 'X
f crece f decrece
DEFINICION
funcién Decimos que f es una funcién creciente en D, siy sélo si:
creciente Vx1,X,€D:. si x3<x2 entonces f(xy) < f(x2)

Ya

f(x1)=f(x2) 1

funcién creciente (estricta) funciéon creciente

DEFINICION

funcién Decimos que f es una funcién decreciente en D, siy sélo si:
decreciente V X1,X, € D. si x1<xz entonces f(x1) > f(xp)

A

f(X1)|

f(x2)]

f(x1)=f(xp) P ——.\\\\\

X1 X2 X1 X2

funcion decreciente (estricta) funcidén decreciente
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Observaciones:

v si V¥V X; < Xy resulta f(x;1)< f(x2) entonces decimos que la funcion es
estrictamente _creciente en D.

v si ¥V X1 < Xy resulta f(x;) >f(x2) entonces decimos que la funcién es
estrictamente_decreciente en D.

v Cuando s6lo queremos indicar que la funcién tiene un comportamiento definido en D;
0 sea que en todo su dominio no cambia el sentido en que se desarrolla (siempre
crece O siempre decrece), decimos que la funcion es monotona en D.

v" Lamonotonia es una propiedad que depende del dominio.

v’ Existen funciones que no son monétonas en su dominio.

® Una reflexién sobre dominio y codominio en los diagramas de maquina
%~ Dn: indica los valores que la maquina acepta procesar ( insumos ¢ input)

“~ Imf; indica los valores que la maquina produce (productos ¢ output )

Ejemplo 1: Sea f(x):\/;

XxeDn m

inputeDn outputeIm f

& X esadmitido como input <& X € Dn= Ra’

Nota: si consideramos la tecla + ... de la calculadora, observamos que la misma
procede como el diagrama anterior. Efectivamente, introducido un X € R, si x >0

entonces la calculadora lo acepta y procesa (en el visor leemos: Jx ); pero, si x<0,

en el visor leemos - E- (error) ; 0 sea, tal x no es aceptado como insumo, la
calculadora no lo procesa.

De aqui la asimilacion que hacemos entre este tipo de diagrama y la calculadora.
Ejemplo 2:

(1) Sea c=c(n) con c(n) =costo de n lapices de $4 c/u.; D¢ =N,
(1) Sea p=p(L) con p(L)= perimetro de un cuadrado de lado L.; Dyp=R"

En ambos casos, el diagrama de maquina es esencialmente el siguiente:

Gopald ) sr ] b

input output

& Entonces, c;ambas funciones tienen el mismo diagrama?.

Como ya vimos, costo y perimetro son funciones distintas; luego, sus diagramas también
deben serlo. Pero, ¢qué los distingue?: los valores que aceptan como insumo.

Asi; ¢ procesa solo nimeros naturales y p solo reales positivos. Esto indica que para
evaluar un diagrama de maquina (6 funcion) debemos ir mas alld de lo simplemente

& Asi como estos diagramas de “costo” y “perimetro” no son asimilables entre si,
en este caso, tampoco se los puede asimilar a una calculadora.
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¢Por qué?: porque la multiplicacion es una operacion que no tiene ninguna restriccion de
orden algebraico luego, y en consecuencia, la calculadora (como maquina de multiplicar)
acepta cualquier nimero real como entrada. Es decir, la Unica razén por la cual una
calculadora discrimina un valor a los efectos de operar con él, es si existen restricciones
de tipo algebraico, ya que asi esta programan. Por lo tanto, cada vez que las
restricciones de una férmula no sean de tipo algebraico, tendremos que el
correspondiente diagrama de maquina y la calculadora no serdn objetos asimilables
entre si ya que aceptan distinto tipo de insumo.

Cuidado, esto no quiere decir que no podamos usar la calculadora con este tipo de
funcion sino que para trabajar con ella debemos extremar las precauciones, pues Si no
estamos alerta, no nos avisa del error.

Esta digresion tiene por objeto sefialar la necesidad de hacer un uso “inteligente” de
los auxiliares de célculo , ya sean  calculadoras, calculadoras graficadoras o
computadoras. Estos instrumentos no pueden tomar decisiones de “sentido comdn”. La
“decision final”, el “control” sigue a cargo del hombre.

1.4 Operaciones con Funciones

Dadas dos funciones, se puede operar con ellas y obtener una nueva funcion. En este
parrafo analizamos cuales son las operaciones que se pueden hacer entre funciones, como
se definen y cuales son las restricciones para que se puedan efectuar.

Ejemplo:

Sean S8 (sumar 8); M2 (multiplicar por 2) y S (sumar); tres funciones cuyos
diagramas
indicamos a continuacion:

ol J s oty >

Ss / S8 (x)=x+ 8 M2/ M2 (x) = 2.x S (sumadora)

Disponemos estas tres "maquinas” segun el arreglo que mostramos a continuacion y
analizamos que pasa cuando procesamos un cierto valor, X, en este dispositivo.

Ss Ssg (x) S

Q’g—l [.]+8 x+8 ]_[>[x+8]+[2.x] |

M: M3 (x)

Vemos que al pasar Sg(x) y M (X) por S obtenemos S(x) =3.x+ 8.
Vemos también que esta ley no es la de Sg ni la de M, y concluimos en consecuencia
que, de la suma de dos funciones resulta una nueva funcion (S).

= A S lallamamos funcion suma y la indicamos: S =Sg+ M;
® Es facil ver que si en vez de sumar Sgy M, las restamos (multiplicamos ¢ dividimos)
también obtenemos nuevas funciones, todas distintas entre si.
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En lo que sigue procedemos a investigar esta cuestion a través de realizar operaciones de
distinta naturaleza sobre un conjunto basico de funciones a las que Illamamos “funciones
elementales o tipo™. Esto permitird ir generando nuevas funciones cuyas propiedades y
comportamiento iremos estudiando a medida que aparezcan.

1.4.1 Operaciones algebraicas

DEFINICION:

Al operar algebraicamente con dos funciones f y g obtenemos las siguientes funciones:
" FUNCION SUMA S : S=f+g ;ley > S(x) = f(x) + g(xX)
" FUNCION RESTA R: R=f-g ;ley > R(X)=1(x)-g(X)
" FUNCION PRODUCTO P: P=fg ;ley> P(x)=f(X).g(x)
" FUNCION COCIENTE C: C=flg ;ley> C(x)=f(x)/g(x)

(*) Para las tres primeras: D, = D Dg y, para el cociente, Dp = Df N [ Dg - {x / g(x)=0} ]

@® Las "operaciones algebraicas" no son las tnicas operaciones posibles entre funciones.
Para ver esto consideramos nuevamente las funciones Sg y M, Yy analizamos cual es
el resultado de "acoplar” una a continuacion de la otra; o sea, qué obtenemos si al
resultado de pasar x por Sg lo pasamos luego por M, .

@:>—| [.]+8

Ss Sg (x) M, Ma(Ss (x))

Podemos probar facilmente que "2 x+16" no es suma (ni resta, producto ¢ cociente) de Sg
y My; 0 sea, que no es el resultado de una operacion algebraica entre estas funciones.

2.X+16

Conclusion: el resultado de “acoplar” funciones, o sea, de disponerlas de tal forma que
una de ellas tenga como “entrada” las “salidas” de la otra, es una "nueva funcién’.
Luego, “acoplar” funciones es otra forma de operar con funciones. Como esta forma de
operar en muy usual se conviene en darle un nombre y un simbolo para reconocerla.

1.4.2 Composicion de Funciones.

Sean f y gdos funciones acopladas como sigue:

DEFINICION:
Dadas fy g, llamamos funcién compuesta 6 composicion de
9°f_ . gy f alafuncién que indicamos gof y definimos como sigue:
composicion »  Ley(gof): gof (x) = g(f(x))
de D (gof) = D
funciones » (gof) = Dn
» C (qu) = Cn
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Ejemplo 1: para Sg y M, vimos que acopladas de modo que M, siga a Sg resulta:
M,(Sg (X)) =2.x+16. Luego:
» ley (M20Sg): M;0Sg(X)=2.x+16.
» Dn(M20Sg) =R
» Cn (MzOSg) =R

Problema: (dominio natural y codominio), facilmente apreciamos que las salidas de esta
maquina de componer son elementos del codominio de g (la ultima que se aplica). Luego,
no existe problema en que adoptemos este conjunto como codominio natural para la
composicion. Lo que no resulta tan claro es cuales son las entradas aceptables; es decir,
cudl es, en general, el dominio natural de la composicion. Si, como en el caso del
ejemplo, es el de la primera funcion que se aplica.

Investigamos esta cuestion a través de considerar otros ejemplos.

Ejemplo 2: Seanf y g las funciones que se indican a continuacion:

- f: R >R [ f(x) = x5 W ¢, El dominio de la funcién compuesta gof
) . pt _ sera igual al dominiode f (R) 2.
9: R >R /1 g(x) _\/; Probamos_con alaungs valores.

r
-4 no puede entrar en g, laraiz :
cuadrada no procesa numeros negativos :

Conclusion: existen nimeros que si bien son entradas validas para f, no lo son para gof
; 0 sea, el dominio natural de gof no siempre es igual al de f. Resulta claro entonces que
estar en el dominio de f no es condicion suficiente para estar en el de gof; pero cuidado,
pues si es una condicion necesaria.

Luego para determinar el dominio natural de la funcion compuesta gof , debemos :
» hallar la ley de gof .
Dominio | » hallar el dominio natural de esta ley ( x’s para los cuales dicha
de gof ley puede ser calculada), al cual llamamos Diey
» hallar el dominio natural de la primer funcion que se aplica: Dprimera -
» finalmente: Dgof = Diey M Dprimera
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Ejemplo 3: hallar gof y fog para las funciones f y g del ejemplo 2.
Solucion:

» gof (x) = g(f(x)) = g(x-5) = VX =5 » fog(x) = f(g(x)) = f (/x) = VX -5

» Digy= [5, +x) » Diegy= [0, +x)

» Df =R » Dg: [0, +x0)

» Dgof= [5,+0) "R =[5, +w) » Diog= [0,+0) N[0, +0)=[0, +0)

Observacion: gof = fog ; o sea, la composicion no es conmutativa.
Ejemplo 4:

Si M3(x)=3.x ; D3(x)= x/3 ; S2(x)=x+2 ; S8(x)=x+8 ; R8(x)=x-8 ; hallar
la ley de las siguientes composiciones .

a) M3 o Ss C) S8 oS, e) Rs o Ss
b) S8 o M3 d) M3 o [S8 0S2] f) D3o M3

Solucién:

a) M30S8 (x) = M3 (S8 (x)) = M3 (x+ 8)= 3(x+8) = 3 x +24

b) S8oM3 (x) = S8 (M3(x)) = S8 (3.x) = 3 x+ 8

c) S80S, (x) = S8 (S2(x)) = S8 (x+2) = (x+2)+ 8 = x +10

d) M30[S8 0S2] (x) = M3 (S8 0S2 (x))= M3(S8(S2 (x))= M3(S8 (x+2)) =
= M3 ((x+2) + 8) = M3 (x +10) = 3 (x+10) = 3x+30

e) R80S8 (x)= R8(S8(x)) = R8 (x+ 8)= (x+8)-8 = x

f) D3oM3 (x)= D3(M3(x))= D3 (3.x) = (3.x)/3 =X

Observaciones:

1) se pueden componer mas de dos funciones ( (d) ) ya que no existe limite para el namero de
funciones a componer. Por ejemplo, si son tres funciones (f, gy h), laley de
"h compuesta con g, compuesta conf" resulta: hogof(X)= h(g(f(x)) .
2) la composicion no es conmutativa; en general el resultado depende del orden en que se
componen las funciones. ( M3 0S8 # S8 0 M3)
3) en (e)y (f) observamos un fendbmeno particular, que tanto R8 0S8 como D3 oM3,
aplicadas a x dan como resultado x. Que para que ello pase, la segunda funcion aplicada debe
'deshacer' lo hecho por la primera; la segunda, ser “la inversa” de la primera

funcion |A lafuncion que lleva cada elemento en si mismo se le da el nombre de funcién
identidad |identidad y se la indica con el simbolo id; o sea: id (X) =X

4) luego, R80S8=id y D3oM3=id

Ejemplo 5: Hallar una funcion g que haga cierta las siguientes igualdades:

a)goD4=id; b)goR7=id; c¢)go[S7oM4]=id
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Solucion: observamos que g, la funcion que debemos hallar, debe ser tal que deshaga lo
hecho por la o las funciones aplicadas antes que ella. Este problema, en este caso, se
puede resolver mentalmente. En (a) por ejemplo es facil ver que lo inverso de dividir por
4 es, multiplicar por 4; luego: g =M4. Lo resolvemos analiticamente para justificar
esto.

a) goD4 (x) =g (D4 (x)) =g (x/4) = x < g(X)=4x [2 g=M4]

b) goR7 (x) =g (R7 (X)) =g (X-7) = x < g(X)=x+7 [ 2> g =S7 ]

€)go[S7ToM4] (X) =g (S7T(M4 (X)) =g((@dx)+7)=x < g(xX)=(x-7)/4
[ g =D40oR7]

% Corroboramos que en cada caso, la funcién g, la que permite volver al punto de partida,
es efectivamente la que invierte la operacion original. Asi; si dividimos, para volver,
debemos multiplicar; si restamos, sumar; o, si hacemos operaciones combinadas como en
(c), realizar las operaciones inversas, en orden inverso. (si multiplicamos por 4 y luego
sumamos 7, para deshacer esto debemos restar 7 y luego dividir por 4)

¢Sera esto siempre posible?; o sea, para cualquier funcion que se tenga, ¢serd siempre
posible encontrar otra que deshaga lo que esta hace 6, equivalentemente, que invierta la
correspondencia que ella determina?. En lo que sigue tratamos esto.

1.4.3 Funcién Inversa

En este parrafo analizamos otra operacion a la que podemos someter a las funciones:
aquella que a partir de una funcién permite obtener otra con una propiedad muy especial:
la de invertir la correspondencia determinada por la original; o sea, una funcién que:
conocida la imagen de un punto a través de una funcion dada, permita hallar el punto .

Ejemplo 1:

Supongamos que un quimico, a partir de introducir un soluto en un solvente se dedica a
registrar la concentracion de la solucion resultante, a intervalos de 30 minutos y durante
tres horas. Tal registro se presenta en la tabla 1. Esta claro que en tal caso el quimico esta
considerando la concentracion (C) en funcion del tiempo (t); o sea, C =f (t) y que la
funcion f estd dada por la tabla 1.

tablal [t (min.) |0 30 60 90 120 150 |180
C=1M [c(mgl) |0 68 159 [258 345 [409 [450

Supongamos que luego de realizado el registro, otro dia, el quimico se interesa por saber
cuanto tiempo fue necesario para alcanzar cierta concentracion. O sea que, dada una
concentracion, quiere determinar el tiempo requerido para alcanzarla.

Evidentemente para conocer esto (y para ciertos valores de concentracion) le basta con
“invertir” la lectura en la tabla 1. En tal caso, estd obteniendo t como funcion de C; o sea,
t = g(C) con g dada por la tabla 2. Asi, la funcion que invierte la correspondencia original
existe y esta dada por la tabla 2.

tabla 2 IC(mg/l) [0 68  [159 [258 [345 [409 [450
t=9 (© [t (min.) [0 30 |60 |90 [120 150 [180
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Ejemplo 2:
Siendo R ={r/r rectangulo de lados b y h, con b,h € R* }, definimos:

f:R>R
r > a=f()con f(r)=areader R

En este caso: ¢existe g, funcidn que invierta la correspondencia determinada por f 2.
Equivalentemente:

cexiste g tal que a cada a positivo asigne un rectangulo en R, s6lo uno y de area a ?.

En este caso vemos que no existe tal funcion. ;Porque?: porque dado a podemos
determinar infinitos rectangulos con este area y entonces: ¢cual de ellos tomamos?; ¢cuél
de ellos asignamosa a?. Porejemplosi a=16 tenemos :

n<[h=1;b=16]
rn<[h=2;b=8 ]

a=16 <>[h=4;b=4 ] g@)=¢rs?; ¢? ¢n?
rn<[h=5;b=32]

rs<>[h=m;b=16/n]

Ejemplo 3:
Siendo R2 ={r/r rectangulo de lados by h, con h=2,b € R" }, definimos:

f:R2> R
r > a=f(r) con f(r)=4éreader

En este caso: ¢existe g, funcidn que invierta la correspondencia determinada por f ?.
Equivalentemente:

¢existe g tal que a cada a positivo asigne un rectangulo de R2, sélo uno y de area a ?.

En este caso vemos que si existe tal funcion. ;Porqué?: porque dado a hallamos un Unico
rectangulo cuya &rea sea a y esté en R2 ; luego, podemos “volver’.

Por ejemplo si a =16 tenemos :

n<[h=1;b=16]
rn<[h=2;b=8 ]efR2

a=16 rs<>[h=4;b=4 ] g@)=r
rn<[h=5;b=3.2]
rs<>[h=mn;b=16/n]

Asi, yen general, parag tenemos que:

g: R"> N2
a > r=g(a) con g(a) = rectdngulo de R2 cuya érea es a.
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® La ley de g admite (como cualquier funcién) varias formas de ser expresada. De todas
ellas buscamos aquella que resulte la mas general posible (en el sentido de que sirva para
este ejemplo y para cualquier otro de la misma naturaleza), la que ‘explicite’, ‘haga visible'
la propiedad fundamental que caracteriza a la funcion g: la de invertir la correspondencia
determinada por f. Asi, y bajo estas condiciones tenemos que:

lo podemos

g(a) = r [rectangulo cuya area es a] g@)=r < f(n=a.

< rd

escribir como

g: R"> N2 f
a> rig@=refn=a. ‘
- - - - - - g
Los ejemplos analizados justifican la siguiente:
DEFINICION:
funcion Dada f:A-> B, si existe una funcién g:B->A que invierte la

inversa correspondencia determinada por f, a g la llamamaos funcién inversa de f .
Osea: g inversade f < »Dominio g = Codominio f

»Codominio g = Dominio f
n »lLeydeg: g(y)=x<e f(x)=y

formula. Obviamente, si tal fuera el caso, buscamos la formula.

Ejemplo 4: M3: ;admite inversa?

M3:R 2> R g:-R=> R
X 2 y=3Xx y 2 g(y)=x & M3(x)=y
g(y)=x & 3x=y
a)=x & x=ylI3,

a(y) =y/3

Respuesta: existe g inversa de M3 (multiplicar por 3), y g = D3 (dividir por 3)

Cuestiones relativas a la funcion inversa

= Definida la funcion inversa surge la siguiente inquietud:
(siempre existird?; ¢cualquiera sea la funcion de partida?. La respuesta a estas
preguntas es NO. En el ejemplo 2 tenemos una funcién que no admite inversa.

® |a existencia de funcidn inversa esta sujeta a ciertas restricciones sobre f, la funcion
original. Estas restricciones estan relacionadas con las condiciones que debe cumplir una
correspondencia entre conjuntos para ser funcion.
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= Dada f: A> B, basicamente son dos los problemas que se pueden presentar para la
existenciade g, inversadef;osea, de g:B> A talque g(y)=x< f(x)=y.

A B

Problema 1: que existan elementos de B
(codominio f ), que no sean imagen por f
de ningun elemento de A. Si estos puntos
existen, g (funcion que “vuelve’), no se
puede definir en todo B .

En el ejemplo, el elemento 3 del conjunto B
no puede volver a A (no provino de A);
luego, no se puede definir g(3) .
Conclusion: no existe funcion_inversa.

Problema 2: que existan elementos en B,
imagen por f de més de un elemento de A.
Si estos puntos existen, g (funciébn que
“vuelve’) no se puede definir en ellos.

En el ejemplo, el elemento 2 del conjunto B
puede volver tanto a b como a c; o sea, le
corresponden dos valores en A. Luego, esta
correspondencia no puede ser funcion.
Conclusion: no existe funcién_inversa.

1= f(a)

................... oy 2=T(D)=F(C)

3= f(d)

= ;Qué particularidad de f origina el Problema 1?7 : que Imf # C:.
= ;Qué particularidad de f origina el Problema 2?: que distintos elementos del dominio,
tienen imagenes iguales .

Para identificar las funciones que tienen el Problema 1 y/6 el Problema 2 definimos tres
nuevos conceptos: suryectividad ; inyectividad y biyectiivdad

DEFINICION

funcion f es suryectiva < Im f = Cy. (Imagen igual a Codominio )
suryectiva

- Enel Problemal, f noessuryectiva: Im f = {1, 2,4} = Cs= {1, 2, 3, 4}

- Enel Problema?2, fes suryectiva: Imf=4{1,2,3}=Cs=4{1,2,3}

DEFINICION

funcién

inyectiva f es inyectiva < Vab eDs; a# b = f(a)= f(b)

- Enel Problemal, f esinyectiva: f(a) = f(b); f(a) = f(c); f(b) = f(c)

- Enel Problema?2, f noesinyectiva: b=c y f(b)="f(c)=3
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DEFINICION

funcién f es biyectiva < es inyectiva y suryectiva
biyectiva

Conclusiones:

1) el codominio de una funcion juega un rol importante en cuanto a la existencia de
funcion inversa. EI Problema 1 muestra que si Cs= Imf entonces f no admite funcion
inversa. Dicho de otra forma, usando las nuevas definiciones:

f nosuryectiva = f no admite inversa

Luego, la suryectividad es condicion necesaria (CN) para la existencia de inversa.
Por otro lado, en el Problema 2, f es suryectiva y sin embargo tampoco admite inversa. O
sea, la suryectividad no es condicion suficiente (CS) para la existencia de inversa.

2) la calidad de las imagenes de una funcion también juega un rol importante en cuanto a
la existencia de funcion inversa. El problema 2 muestra que si elementos distintos del
dominio de f tienen imagenes iguales entonces no existe funcion inversa. De otra forma:

f noinyectiva = f no admite inversa

Luego, la inyectividad es condicién necesaria (CN) para la existencia de inversa.
Por otro lado, en el Problema 1, f es inyectiva y sin embargo no admite inversa. O sea, la
inyectividad no es condicion suficiente (CS) para la existencia de inversa.

RESUMEN:

() no toda funcién admite inversa.
(1) 1laSURYECTIVIDAD es CN para la existencia de inversa; pero no es CS
(1 laINYECTIVIDAD es CN para la existencia de inversa; pero no es CS.

= ;Existe alguna condicion suficiente (CS) para la existencia de funcion inversa®.

Es facil verificar que si se cumplen las dos condiciones necesarias (suryectividad e
inyectividad) entonces existe funcion inversa. O sea, que la biyectividad es una condicién
necesaria y suficiente para la existencia de inversa:

f admite inversa < f es biyectiva

= Lafuncién inversa de f se acostumbra a indicar con el simbolo .

En principio, y hasta tanto no se domine la nocién de funcién inversa, no vamos a usar
esta notacion ya que la misma puede confundirse con la de funcion reciproca de f (1/f)y,
sin dudas, inversa y reciproca son funciones muy distintas una de otra.

Asi; laley de f'inversa de fes: f(y)=x < f(x)=y ; mientras que,

) (1 1
laleyde 1/f, lareciprocade f, es: (T](x)_m.
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= Sigeslainversadef, entonces f es lainversade g.
O sea; lainversa, de lainversadef, esf> (f %)™t =f

= Sea f:A>B . g:B2>A
X > y=f(X) y > x/ g(y)=xsii f(x)=y '
Entonces: g

gof(x) = g(f(x)) = g(y) = x " .
fog(y) = f(g(y)) =f(x) =y

O sea: gof(x) = x ; Vxe A = gof=ida
fog(y) =y ; VyeB = fog=1idg

(*) La primera ecuacion dice que si partimos de x, aplicamos f y luego g (inversa de f)
entonces volvemos a x .De este modo queda claro que la inversa de f deshace lo que f
hace. La segunda ecuacion dice que f deshace lo que g hace. Por ello es que estas
ecuaciones se llaman ecuaciones de cancelacion.

= Otra condicion necesaria y suficiente para que g sea la inversa de f es que la
composicion de ambas de por resultado la identidad: gof = fog = id (en A 6 B)

® Proceso para determinar g, funcién inversa de una funcion biyectiva f

» Explicitamos claramente dominio, codominio, variables y ley de f .

» Verificamos que f sea biyectiva.

» Establecemos claramente dominio y codomino de g inversa de f .

» Establecemos la ley de g, por definicion: g (y)=x sii f(x) =y

» Si la ley de f estad dada por una formula, intentamos expresar g por una formula.
Para ello, a partir de la ecuacion y = f(x) debemos llegar a la ecuacion x = g(y);
proceso este que serd factible toda vez que podamos despejar x en términos de y.

» De ser necesario, intercambiamos x cony para expresar g como funcion de x.

Ejemplo: hallar la funcion inversade f si f=S50 M2

» f:R2>R [ y=1(x) con f(x) =S50M2 (x) =2.x+5

» fesbiyectiva > fadmite funcion inversa g

» g:R2>R
» Leyg(xdef): gy)=x < f(x) =y '
gly)=x < 2x+5=y édespejamos X
_IWEx e x=(y-5)2
—~
Ley g (x formula.) g(y) = (y - 5)/2

»  Siintercambiamos x cony > y=g(x) con g(x) = (x - 5)/2

» Finalmente: g=D20R5, es lafuncién inversa de f.
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Observacion: ¢despejar ?, ¢qué operacion es esta?

v Conocer el concepto de funcion inversa nos permite comprender que hacemos, en
esencia, cuando despejamos una incognita en una ecuacion; que, despejar x de la
ecuacion y = f (x), no es otra cosa que aplicar a ambos miembros de la ecuacion la
funcion inversa de f.

Efectivamente, si a y =T (x)

aplicamos f*  f1(y)=f? (f(x)
obtenemos:  fl(y)=flof (x)
0 sea: f1(y) = id (x) =x x=f1(y)

v' En el ejemplo, para f = S5 0M2 encontramos que su inversa es g = D20R5. O sea,
corroboramos lo que ya habiamos descubierto para la composicion de funciones, que la
inversa de la compuesta es la compuesta de las inversas, en el orden inverso.

(ko hyt=htoe k!
A la vez, concluimos que despejar x de y = f (X) en el caso que f es una funcion

compuesta, f=k o h, no es otra cosa que aplicar, paso a paso, y en orden inverso, las
funciones inversas de cada una de las que forman la composicién.

1.4.4 Operaciones graficas con funciones

En los pérrafos anteriores vimos distintos tipos de operaciones con funciones dadas:
operaciones algebraicas, de composicion y de busqueda de inversa. En este parrafo
vemos otra forma de generar funciones a partir de una dada: a través de operaciones
gréficas (traslaciones, deformaciones, reflexiones, etc)  Asi, dada la funcion y =f(x), su
grafico C puede ser trasladado, deformado o reflejado respecto de un eje; operaciones
todas estas que en forma genérica reciben el nombre de transformaciones.

Este conjunto de acciones permite un abordaje distinto de las funciones; facilita, a partir
de entender las mismas como curvas completas asociadas a una funcidén prototipo, el
estudio de los aspectos globales que las caracterizan y/o distinguen.

Efectivamente, al efectuar una transformacion sobre C obtenemos una nueva curva, C*;
por ende, una nueva funcién, g tal que graf g=C* . La expresion analitica de esta nueva
funcidn es de la forma g(x)=A.f(ax+b)+B; con f la funcién original (la prototipo) y a,
b, A, B constantes cuyo valor depende de la transformacion aplicada; constantes que en
general llamamos parametros.

Tales parametros resultan asi el nexo entre la funcion original y su transformada, entre
sus correspondientes formas analiticas y graficas. Luego, para estudiar las operaciones
gréaficas sobre curvas, su efecto sobre la funcion correspondiente, basta con estimar el
efecto de la variacion de parametros en la forma analitica y=A.f(ax+b)+B.

En lo que sigue, a partir de f(x)=x+1 con Df=[2,4] realizamos una serie de operaciones
gréficas y establecemos las expresiones analiticas que les corresponden.
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g - traslacion

=]

S 5 h = traslacion

4 k - contraccion

s > reflexion s/ eje y

[TE]

5 4 r = reflexion s/ eje x.
i
g _
4 B -2 - 1 2 3 4+ 5 4 7 g(x)=1(x)-4
1 h (x) = f (x-3)
2 k (x) = f (2.%)
3 s(X)=f(-x)
4 r r(x)=-f(x)

[4a]

Conclusiones:

1) las traslaciones parecen estar asociadas a la suma (6 resta) de un parametro a
la funcion o a lavariable, segun ladirecciony sentido de la traslacion.
2) la contraccion resultaria como consecuencia de multiplicar la variable por un
numero positivo mayor que 1.
3) las reflexiones parecen resultar de multiplicar por -1 la variable 6 la funcién,
segln sea el eje respecto al cual se producen.
Estos hechos para ser enunciados como reglas deben ser demostrados:

Demostramos una de ellas el resto queda como ejercicio:
“si el graf g resulta de trasladar k unidades hacia abajo el graf f, entonces

9(x)=f(x)-k”
Dados Q e grafg y P e graf f , ambos con la misma abscisa, entonces
la ordenada de Q es menor que lade P y la distancia entre ellos es igual a k.
- P egraff > P (x, f(x))
- Qegrafg > Q(x, 9(x))/ g(x) <f(x)
d (QP)= V(x-x)2 +(F(x)-g(x)? =[f(x)-g00]  —2RPEE 1 5(x) g(x)| =k
9(x) <f(x) > [f(x) —g(x)| = f(x) —9(x)
- luego, [f(x)—g(X)|=k > f(x)-g(x)= k> g(x)= f(x) -k
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® Lasiguiente TABLA resume las transformaciones fundamentales.

TRANSFORMACION DE FUNCIONES
Transformacion a realizar sobre el grafico de f
Def. de g .
para obtener el grafico de g.
g(x) =f()+k | . subir k unidades
g(x) =f(x) - k . bajar k unidades
o
trastaciones g(x) =f(x+h) [.... trasladar h unidades a izquierda
g(x) =f(x-h) . trasladar h unidades a derecha
g(x) = cf(x) . alargar verticalmente en un factor "¢’
: g(x) = (2/c) f (X) |.... comprimir verticalmente en un factor ¢’
alargamientos
g(x) = f(c.x) . comprimir horizontalmente en un factor "¢’
g(x) = f ((2/c) X) |.... alargar horizontalmente en un factor "¢’
_ g(x) = - f(x) .. reflejar respecto del eje x
reflexiones
g(x) = f(-x) .. reflejar respecto del eje y
_ . reflejar respecto del eje x la parte del
90) = 1(x) | graf f que esta por debajo del eje x.
Las constantes k,h y ¢ cumplen: k>0; h>0; c>1

e Las funciones, segun su estructura algebraica se clasifican en:

polinémicas; racionales (cociente de polinomios); algebraicas ( + ; producto; cociente
y/6 raiz de polinomios) y trascendentes (aquellas que no son algebraicas, que trascienden
los métodos del algebra, como por ejemplo: trigonométricas , exponenciales, logaritmos ).

e En los parrafos que siguen vamos a estudiar estas funciones pero siempre a partir de
aquellas que llamamos prototipos; o sea, a partir de aquellas que siendo elementales
tienen todos los rasgos que caracterizan a un determinado tipo o clase de funcién.

1.5 Funciones Reales a Variable Real

En esta seccién comenzamos el estudio de funciones cuyo dominio y codominio son
siempre conjuntos de numeros reales.

Analizamos en profundidad la definicion, propiedades y caracteristicas esenciales de
funciones a las que llamamos prototipo; las cuales constituyen la base para el
desarrollo del CALCULO 6 ANALISIS MATEMATICO.

Tales funciones son: lineal, potencia, raiz, cuadratica (como caso particular de
polinomio), homogréfica, exponencial, logaritmo, trigonométricas, inversa de las
trigonométricas e hiperbolicas.

¢ Como trabajamos en esta seccion?
= consideramos la memoria ( Mg ) como un ente real donde iremos guardando
funciones a medida que las estudiemos.
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=En el inicio reconocemos solo cuatro funciones en la memoria :
Sumar k (Sk), Restar k (Rk), Multiplicar por k (Mk) y Dividir por k (Dk).

= Dada una funcion f,si estden Mg, decimosque f es conocida (*)

=Si f noestden Mg, decimos que f es una funcién desconocida (*)

= operamos (*) con funciones de la memoria y generamos nuevas funciones; estas
seran conocidas 0 desconocidas.

=generada una funcion “desconocida’, la estudiamos y la guardamos en la
memoria. A partir del momento en que la guardamos en Mg la funcion
pasa a la categoria de conocida .

precisamos (*) conocida > estaen ME = ej: Sy (sumar 4)

términos (*) desconocida = no esta en ME)=> ej: logaritmo.
(*) operar = por operar con funciones entendemos :

-SUMAR FUNCIONES > [f+g] / [f+g](x) = f (X) + g(X)
-RESTAR FUNCIONES 2> [f-0]/ [f-g](x) =f (X) - g(X)
-MULTIPLICAR FUNCIONES > [f.g] / [f.9](X) =f(X) . g(X)

-DIVIDIR FUNCIONES > [f/g] 1 [f1g](x) =f(X)/ g(X)
-COMPONER FUNCIONES > [fog]/ [fogl(X)=f(9(X))
rBUSCAR INVERSA DE f 2> g/ gof=id

® Vemos como funciona este proceso: tomamos dos funciones de ME, Ss Yy S ,
operamos con ellas y clasificamos el resultado en funcion conocida 6 desconocida :

1) [Ss0Sel(X) = S4(Se(X)) =S4(x+6) = (x+6) +4=x+10=S;, - conocida
2) [S4+Se](X) = Sa(X)+Se(X)= (x+4)+(x+6) = 2x+10  (polinomio)=> desconocida
3) [Ss. Sel(X)=Sa(X) . Se(X)= (x+4).(x+6) = x* + 10x +24 (polinomio)~> desconocida

X+4

4) [Ss]S61) = Su(¥) /Se(x) = ¢

(racional)=> desconocida

@® Las tres Gltimas funciones no estdn en Mg ; ademas, cada una de ellas presenta un
tipo distinto al de las otras; o sea, alguna caracteristica que la distingue del resto e indica
que no estdn en la misma clase. Son por lo tanto aquellas que Ilamamos funciones
prototipo o funciones tipo. Empezamos a estudiarlas a partir del ejemplo (2).

|
|
M Sy~ funcion definidaen P/
" Sk ; Rk My ; Dy - Sk(x) = x + K

xeP

86 ::)9 X+ 6

Obtenemos un polinomio de grado 1 (o menor) al que Ilamamos, funcién lineal.
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1.5.1 Funciéon Lineal: f(xX)=ax+b ; a,beP

Llamamos funcion lineal a todo polinomio de grado menoro igualal; f(x) =ax+b
Los coeficientes ay b, son los parametros que caracterizan a esta funcion:

a = coeficiente de la v.i. ;

b = término independiente.

= D=P ; C=P; graff= recta

= ;vale la reciproca?; o sea: ¢toda recta del plano es la grafica de una funcion lineal ?.
Analizamos las siguientes rectas y las sometemos a la prueba de la recta vertical para
decidir si definen o no, funcién.

us]

y1 / r r

A C Q| X
k X1 X XF XF
/ »| »
O] (n sli (11 NO

Conclusién: r es el grafico de una funcion < rno es paralela al eje y
Problema: si r es grafico de una funcion f, ¢ es f una funcion lineal ?

Proposicion: Toda recta no paralela al eje y es gréafico de una funcién lineal.

Sean A ;B puntosfijos y P(x,y) unpunto movil enlarecta r del gréafico (I)
Sea f talque graff=r.

A A
Buscamos la ley de f:  del grafico (I) vemos que: ABC = APQ ; luego

e P L RN S N y=[ /1 }H[_yl'k}
AC AQ X;—k x-k ‘Xl_k Xl_k

a b

Conclusion: 'y =ax+b = y=f(x) con f(x)=ax+b = f funcién lineal

Observaciones:

= Para graficar rectas recordamos que “dos puntos determinan una recta’.
= E| grafico de una funcion lineal es una recta siy solo si el dominio es P.



Dada f (x) =2 x -2, graficamos esta funcion para distintos dominios.
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(I)D¢= P (1) D¢= [2;+x) (111) D¢= [o0; 2]
X y punto X y punto X y punto
0 | -2 (0;-2)>rnejey 2 2 | Q22 0 |-2 [P(0;-2
1 | 0] (10)>rnejex 3 | 4 (3 4) 2 | 2|0Q(2:2
grafico de f = recta gréfico de f = semirrecta gréfico de f = segmento
yt / Vi y }
5 5 5
4 4 4
3 3 Q‘/ 3 Q
2 r 2 2 /"
1 1 1
offt 2345 X oft 23 ]4 15 Lo /1 2 [3 4 | x
/ -1
&

= Si f es una funcidn seccionalmente definida, si las leyes que la forman son leyes
correspondientes a funciones lineales, entonces el grafico de f es una consecucion de

segmentos, puntos y/o semirrectas.

X+ 3 ; si 0<x<2 [segmento]

f(x)= 5 ;si x=2 [ punto aislado ]
2%-2 ;8 x>2 [ semirrecta ]
y | punto

3 [(0; 3) > extremo del segmento (incluido)

1 |(2;1)> extremo del segmento (no

cldido)

5 [(2;5)=> puntoaislado (incluido)
2 | (2;2)> origen semirrecta (no incluido)

NN SR O X

Nota: si el dominio es un intervalo abierto en alguno de

sus extremos, el punto que corresponde a ese extremo

=] N W g

no pertenece al grafico de la funcién. De todas maneras
obtenemos sus coordenadas para que nos guie en el

trazado de los correspondientes segmentos o

= Casos especiales: son casos relativos a valores particulares de los parametros:

f(x)=ax+b: (I) a=1y b=0 > f(x)=x; funciénidentidad > f=id

() a=o0 -> f(x)=b; funcién constante
(1) id(x)=x (ay fx)=3
YA / YA
5 / 5
4 4
3 3
2 r 2
1 1
0 |1 |2 |3 [4 |5 X 0 |1 3 [4 1[5 N
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= funcion valor absoluto: f(x) =| x| ; este es un caso particular de funcion
seccionalmente definida, ya que por definicion de valor absoluto tenemos :

vi
| | N 5 %
X ; Si x>0 [semirrectaen R ] N 4
f(x) = N 3
-X ; 8i X<0 [semirrectaen R ] 2
3[2FL0 L 2 B K

= Andlisis de los Coeficientes en f(xX)=ax+b

» (1) Estudio del termino independiente: b

» ¢coordenadas del punto Py= rMejey?

y A /rr-
/ Py(x;y) > (x ™ Dy x =0
// y = f(x) y =f(0) =b
? »  luego: Py (0; b)
* » conclusion: b es laordenada del punto de
b interseccion de la recta con el gjey.
/ R » b: ordenada al origen
! -

@® propiedad del término independiente: indica si r pasa por el origen O.
A

y y = x |+ B

/bf/y = X » b=0 = r pasapor el origen

iy X » b0 = r no pasapor el origen
/1/)0

» (11') Estudio del coeficiente de x: a

y A

) » Dadas:
r) fx)=x = a=1
/ r,) f(x)=2x =2 a=2

¢qué variade unarecta a
otra? :

\ 4

[/ ,
/

@® propiedad del coeficiente de x : dada f(x) =a.x +b tenemos entonces que a,
coeficiente de x, esta relacionado con la inclinacion de larecta r = graf f.

La pregunta que surge inmediatamente es como estdn relacionados coeficiente e

inclinacién. Para investigar esto necesitamos precisar que entendemos por inclinacion.
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DEFINICION:

¢ Dadaunarecta rno paralela al eje x, lamamos inclinacion, al
angulo a formado por larecta y el eje x. (*)
¢ Si r es paralela al eje x, entonces a=0

inclinacion

(*) La recta determina cuatro angulos con el eje x; luego, es necesario convenir cual de
ellos reconocemos como angulo formado por la recta con el eje x; asi, este es,
“el &ngulo generado en sentido antihorario, con lado inicial enelejex y finalenr
y tal que el lado inicial esté orientado en el sentido creciente del eje x .

Y y

./“/\; ~N
7 7 X

® El coeficiente a es un nimero y la inclinacion un angulo luego, no pueden ser iguales
La relacion entre estos objetos matematicos la podemos investigar del grafico de f; pero,
en tal caso debemos considerar la graduacion de los ejes coordenados; en particular, si
ambos ejes estan o no graduados con la misma escala.

(1) ejescoordenados graduados con la misma escala.

y 4 ! Dada r, tal que r: y=ax, tenemos:
» P(Xi;yi)er = yi=ax = a=JL
olo-eo-op 0o _'P Xl
Y1
» tg(x:ﬂ
X1

Conclusion: si los ejes coordenados estan
graduados con la misma escala entonces,

EN

.

X1

a=tga

Nota: es importante destacar que si los ejes no estan graduados con la misma escala,
entonces a#tg a.

ylu
r a=20
40 rNy=20x->
20 a=45°—=)tg a=1
0 o) ﬂ,

(2) ejes coordenados graduados con escalas distintas: ¢ a?
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A los fines de ver como relacionar en este caso coeficiente e inclinacién procedemos a
analizar r: y=ax+b

Si sobre el eje x pasamos de x; a X, ;

P2

0 sea, recorremos una distancia igual
a X, —Xq; entonces sobre la recta

pasamos de P; a P, y, respecto de Py,

Ay

nos elevamos una distancia igual a
Y2-Yi1.

Py

Luego:

para un recorrido de X,—X;
tenemos una elevacion de y; -y;

X2

(*) tradicionalmente la letra A se usa para
indicar variaciones @ incrementos; asi:

Xy

X2 —X1 = AX

A e e = A\I

e Importante: si sobre una recta no vertical fijamos P; y variamos P ; los triangulos
determinados en cada caso por Ax, 4y y P;P, son, tridngulos semejantes. Resulta asi

que el cociente de los catetos, % , da siempre lo mismo 0, dicho de otra manera, la

Luego, esta razén O cociente, al permanecer constante, proporciona otro valor que
podemos relacionar con la inclinacion de la recta ya que el mismo informa acerca de
cuanto varia 'y por cada cambio unitario en x; equivalentemente, cuanto se “eleva” la
recta cuando x se incrementa en una unidad.

En razon de ello a este valor le damos un nombre, lo llamamos pendiente de la recta.

DEFINICION:
[lamamos pendiente de la recta no vertical que pasa por
Pendiente los puntos Pi(X1,y1) Y Pa(X2,y2) al ndmero m tal que:
de la recta

Ay _Yo7Yy felevacién ]

AX X, =X, trecorrido ]

Proposicion

Dada la funcion lineal f, el coeficiente de x es igual a la pendiente de la recta gréfica de f.

Demostracion: dada f(x) =ax + b, consideramos dos puntos del graf f=r.

»Py, er

»Pier

Luego,

=

=

Yo=aX,+b

yi=ax;+b

Y2-Y1 = (@ Xp+b)—(a x1+b)

y

2-Y1 = a(X;—=X1) = a= Y2~ Y1

Conclusion: a=m , pendiente de la recta.
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Observaciones:

1) a=m trabajemos con ejes graduados iguales 0 distintos.

2) Cuando Py y P, estan en otra posicion relativa, el vocablo “elevacion” no es el mas
apropiado; sin embargo, lo conservamos para expresar (Y- y1).

'Y P
Y o= YooYy _ [elevacion

N X, =X, recorrido
Y1 P,

4 | Observacion:

d
~N — —

ys NP> puesto que : Y2 Y1 o Yi7Yo

» N X, =X, X, =X,

0 r F < para el calculo de la pendiente no

X1 X2 X

importa el “orden” de los puntos.

3) Unarecta que no es paralela a ningun eje coordenado puede “elevarse” desde
abajo e izquierda (ry) 0, “caer” desde arribae izquierda (r3).

y1 \ Luego :

r . .
! ® 1, es estrictamente creciente
® 1, es estrictamente decreciente

¢cOmo se relaciona estocon 'm” ?:

" m >0 -> f estrictamente creciente (ry)
N ) X " m <0- festric. decreciente (r3) []
’ " m=0 ->f funcién constante (r,)

v

> Proposicion f(x)=mx+h; m<0 = festrictamente decreciente
Demostracion:

Repasamos la definicion:
» m<0 = festrictamente decreciente >-> f estrictamente decreciente <

PV X1, Xp ;3 X1 < X = f(x1) > f(X2)

» M<0 = Y1 Yo = ;
X =X, :

» luego: X3 <X = X1—X <0 3 Yi—¥2>0 = f(X))- f(x2)>0 = f(x1) > f(X2)
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RESUMEN: funcién lineal

f(X)=m X+ h = >

graf f =recta (no paralelaejey )

lordenada al origen h=0 -> larecta pasa por el origen.

h =0 - larecta no pasa por el origen

m>0 ; larecta, recorridaen el sentido
creciente de las x, se “eleva”

<> cambioeny
—~  iipor cada cambio :
AX ii unitarioenx i

m<0 ; la recta, recorrida en el sentido
creciente de las x , “cae” .

m=0 ; larecta, recorrida en el sentido

. creciente de las X, no se eleva ni

cae.
(funcién constante )

® Estudiada la funcion lineal, la incorporamos a la memoria y a partir de eata accion, pasa
a ser una funcién conocida y podemos operar con ella; buscar nuevas funciones.

' f > funcion lineal en P

fx)=mx+h

Mg
0 Sk;Rk; Dk; Mg
o LINEALES

-

f > ¢ tiene inversa?

= Operamosen MF y buscamos la inversa de la funcién lineal.

Recordamos que para buscar inversas debemos realizar una serie de pasos, entre ellos,
determinar si la funcion es biyectiva (suryectiva e inyectiva).

Tomando como dominio natural y codominio el conjunto R, es facil verificar que el
conjunto imagen también es R, Im f =R ; o sea, que f es suryectiva.

Para demostrar que es inyectiva basta probar la siguiente proposicion que queda como

ejercicio:

Proposicion si una funcion es mondtona en D entonces es inyectiva en D.

» f:P>P J:#Icf:]:):”nf

» f(x)=mx+h

» Qg:P>P

» m#0; Eﬁ>- f estrictamente

= existe g, inversade f

T

» gX)=¢....7

IVI conocida 6 desconocida ?
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Ejemplo: buscamos g inversa de f(x)=2x+1

» F: P >P/ y=f(x) con f(x)=2x+1

» (J: P ->P

» ley qg:
gly) =x < f(x)=y (*)
g(y) =x <& 2x+l=y

gly) =x & 2x=y-1 R,

gly) =x <« x=y—_1 D,
N\ 2 J
ay) =Fy-%

Observaciones: para hallar inversa,

» ley Q: g(x) =% x - %

¢ 1lrodamoslaleyde g, inversade f,
“por definicion”.(*)

¢ Luego, tratamos de hallar (si existe) una
formula parala ley deg.

¢ Si existe, éstase obtiene de despejar x

9 en la ecuacion f(x)=y.

L~ ¢ Recordamos que despejar equivale a

e aplicar las funciones inversas de las que
forman la ley original, en el orden
inverso.

¢ Finalmente, para expresar g como

1 funcion de x, intercambiamos x e y en

o la ecuacion obtenida parag.

/ ¢ Intercambiadas x e y, graficamos ¢en
el mismo sistema que f usando la
propiedad de que ambas graficas son
simétricas respecto de la recta y=x.

y= [x

(*) Cabe preguntarnos si siempre podremos despejar x, cualquiera sea la funcion lineal de partida.
La respuesta a esta pregunta es SlI, pues conocemos las funciones inversas de aquellas que
constituyen la funcion lineal ; estasson: Sk; Rk, Dk 6 M.

Como las inversas de estas funciones son del mismo tipo: Sk; Rk; Dk 6 My ; concluimos que:
“la inversa de una lineal es una lineal ”

(*) Concluimos también que a través del proceso de buscar inversa no generamos un nuevo tipo de
funcién, pues no salimos de las lineales. Intentamos con otra operacién, por ejemplo, el producto

/I

[ |
Mg T > funcion lineal en P tal que
O LINEALES f(x) =mx

\__Ji:/'

¢qué resulta del producto de estas funciones ?
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Para investigar esta cuestion, damos funciones de Mg, por ejemplo
h(x)=2x; k(X)=3xy IX)=4x
las multiplicamos y clasificamos el resultado en conocido ¢ desconocido :
1) [h. k] (x) = h(x).k(X) = (2x).(3x) = 6.
2) [h. k. 1](x) = h(x).k(x).1(x) = (2.X).(3.).(4.x) = 24.x°

Observamos que las funciones asi obtenidas son desconocidas, no estan en Mg]; pero
también vemos que todas ellas tienen el mismo tipo: f(x)=a.x".

Las funciones que tienen esta formula las llamamos POTENCIAS.
Ellas constituyen un nuevo tipo de funcion; luego, las analizamos e incorporamos a Mg]

1.5.2 Potencia: f(x)=ax"; aeP-{0}; neN
Las propiedades que caracterizan a las POTENCIAS dependen de la paridad del exponente
n. Luego, para estudiarlas, consideramos:

Casol: n par

Caso Il : nimpar.
En ambos casos el estudio lo hacemos a través de analizar exhaustivamente el caso méas
elemental para ese tipo de funcion. Las propiedades o conclusiones extraidas para este
caso las extendemos luego al resto de las funciones de la clase.

Casol: n par - casoelemental: n=2 2> f(x) =ax’

Si f(x) =ax® entonces D;=P y graf f = PARABOLA (¥)

(*) En Geometria Analitica se
estudian las curvas a partir de ciertas
propiedades geométricas que las
/| caracterizan; asi , al estudiar
N 4 /1| aquellas en las que se distingue un
\ / punto (foco) y una recta (directriz)
tal que:

Fl, “todos los puntos de la curva
e equidistan del punto F (el foco) y
}"‘-* de la recta & (la directriz) *;

— se halla la ecuacién canénica de este
t £ 4 -3 -» __"Ei 13 4 T ¢ tipo de curvas y se les da el nombre
4 } de PARABOLAS.

Si FOp) y &: y=-p entonces la
o " ecuacion de la parabola es:

i 3 = 0.125 x? y—ix2
| y=0. L

® Las pardbolas son muy utiles

en las aplicaciones de la matematica al mundo fisico. Asi por ejemplo puede mostrarse
que si se dispara un proyectil y se supone que sélo actua la fuerza de la gravedad, la
trayectoria del proyectil es parabdlica. Dado las propiedades de estas curvas las mismas se
usan tanto para el disefio de espejos o lentes para telescopios 0 microscopios como para el

S

g}

L%}

vl
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disefio de antenas satelitales, y estas son unas pocas de las multiples aplicaciones que
presentan estas curvas.

En lo que sigue estudiamos las parabolas desde la perspectiva del Analisis Matematico; es
decir observamos estas curvas como graficas de la funcién, f(x)=ax?.

Desde esta perspectiva vemos que son curvas simétricas respecto del eje y; que sobre el
eje de simetria presentan un punto que se destaca respecto de los otros. Efectivamente,
observamos un punto, V, a partir del cual se desarrolla la parabola ya sea, abriéndose
hacia arriba (a>0) ¢ hacia abajo (a<0).

Al punto V lo llamamos vértice de la parabola.

En el siguiente cuadro resumimos las propiedades de las potencias de grado 2.

f(x) = a.x?

a>0 a<o

iy
1Y

A
&

ha

iy
iy

3 -2 -1 1 pr 3 3 -2 -l 1 e 3
o L\-.%- [
¢ PARABOLA, ramas T ¢ PARABOLA, ramas {
¢ Imf=P" ¢ Imf=P
¢ funcién par ¢ funcién par
¢ noinyectiva ¢ noinyectiva
¢ definida no negativa ¢ definida no positiva
¢ ejede simetria: ejey ¢ ejede simetria: ejey
¢ punto destacado; vértice: ¢ punto destacado; vértice:
V(0,0) V(0,0)
Caso Il: n impar = casoelemental: n=3 > f(x) =ax’

Si f(x) =ax® entonces Df=P y graf f=(*)
(*) en este caso no tenemos el auxilio de la Geometria Analitica, ;cdmo procedemos?.
» acudimos a una tabla de valores

» hallamos puntos de la grafica hasta que aparece cierta configuracion .
» unimos los puntos segun lo sugiere la configuracion.

> Obtenemos la curva.
> Le damos un nombre; en este caso:. PARABOLA CUBICA.
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= Realizamos este proceso con f (x) = x° (a=1)

X  y=x3
-3 -27
-2.75 -20.7968
2.5 -15.625
-2.25 -11.39@6
-2 -3
-1.75 -5.35937
-1.5  -3.3%
-1.25 -1.95312
-1 -1
-8.75 -8.421875
8.5  -8.125
-9.25 -8.815625

8 B

Observacion:

Los casos elementales analizados (n =2 vy

X  y=x°®
a ]
A.25 B8.815625
a.5 Aa.125
a.7%  B9.42187%
1 1
1.25 1.95312
1.5 3.37%
1.7 5.35937
2 8
2.2% 11.3%86
2.5 15.625
2.7 208.7968
k! 27

5T
{25
128
115
+18
15
M —3 -2 1 2 E:
-5
—18
¢ Df:P
—15
¢ Imf=P
1729 ¢ funcion impar
1l a5 ¢ inyectiva
¢ estrict. creciente
¢ centro de

simetria: origen

n =3) presentan las propiedades que

caracterizan a las potencias en general y segln el exponente sea par o impar. O sea, paran

genérico, a.x" serd del tipo ax’® 6 ax’, seglin n sea para ¢ impar.

El coeficiente a afecta la abertura de las ramas y los cuadrantes donde estas se encuentran
mientras el exponente n afecta la rapidez con que crecen o decrecen para valores muy

grandes de X’s.

RESUMEN: potencias

a<0

v

f(x) =ax" n par n impar
(tipo parabola) (tipo parabola clbica)
* Ej: y=3.x" i Ej: y=2.x"
a>0
4 Ej: y= -2.x° ’ Ej: y= -x’

v
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ME f > potencia tal que,
+ LINEALES f(x) =ax" ; neN
4 POTENCIAS

\_//——

inversadef: ¢existe?, ¢es conocida’?

1.5.3 Funciones Inversas de las Potencias: Raices

Las propiedades de las potencias dependen de la paridad del exponente “n”; luego, las de
sus inversas, si existen, también dependen de dicha paridad.

Caso 1l : n impar

» f:P>P 'J:#'Cf:P:Imf
» f(x) =ax"

» nimpar; :‘:"> f estrictamente

» fLP>P = existe f',inversade f
» FHx) = &? _— lv' conocida 6 desconocida?
Ejemplo:

Buscamos f* inversa de f(x) = x3, segtn el proceso ya explicitado para la funcion lineal.

» f:P >P/ y=f(x) con f(x)=x>
» flpP>P
» ley f':

fily) =x & f(x)=y

fily) =x < x*=y ??
flily) = x <& x=...

Recordamos que:

¢ existe una formula para f*si y solo si podemos despejar x en la ecuacién f(x)=y.
¢ despejar equivale a aplicar la inversa de la o las funciones que constituyen f.
¢ Luego, para lafuncién potencia, ¢ podemos despejar x ?:

No, pues la funcidn que necesitamos para realizar este proceso (la inversa de f) es,
justamente,

la funcidon que estamos buscando, hasta esta instancia, una funcién desconocida.
(no tenemos en M una funcién que deshaga lo que hace x*)
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Conclusion
Comprobamos entonces que no existe una férmula para f* 'y, consecuentemente, que
hemos encontrado un nuevo tipo de funcién.

Ideamos un nombre y un simbolo para indicar este tipo de funcion;

las llamamos, raices y simbolizamos, f*= W_ (raiz enésima).
Analizamos sus propiedades y la incorporamos a Mg].

¢ RAIZ CUBICA = %/:

® Dominio i’/_ =P
" Imagen I* =R
" ley ¥, por definicién:

Iy =x = =y
® Para graficar en un sistema x-y
cambiamos el nombre de las
variables

XYy
y 2 X

i/;zy o yi=x

" Obtenemos la gréfica de f* por
reflexion de la grafica de f respecto

-3 -2.5 -2 -1.5 -1 @54

funcion impar

inyectiva

estrictamente creciente
centro de simetria: origen

* & o o

Casol: n par

» f:P>P Ci=P#Imf é‘:>0f no suryectiva
» f(x) =ax" :

» N par; E‘:,‘>- f simétrica respecto del 4:'?01‘ no inyectiva

= no existe inversa de f

7 Si mantenemos la ley de f y restringimos dominio y codominio de modo que la
nueva funcidn resulte biyectiva entonces, la funcién restringida, admite inversa.
¢ Como debemos restringir ?:
- f suryectiva - basta tomar el codominio igual a la imagen;
- f inyectiva - tenemos dos formas de restringir el dominio de modo que la
funcion sea inyectiva : podemos tomar como dominio los Po* 6 Po.



y=x’; D=Rg; C=R]

F: RT > R} / y=F(x) con F(x)=x?

F: Ry > RJ

Ley F, por definicién: 5
Fi(y)=x <& F(x)=y ;
Fi(y)=x <> x%=y A xe Ry

la llamamos,

la simbolizamos: \/:

\N=X & x*=y AxeRJ

Raiz cuadrada = \/:

raiz cuadrada

2
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I.5

TYV=EX2

a5 1
-8.5 .

1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5

N

y=x?; D=P; C=P suryectiva y=x?; D=P; C= Ry
—
C=Im x?
N
D=R; «« « edtha > D=Ry
A F H A
y / W
i b'd

y=x? D=R,; C=R{

H: Ry > Ry / y=H(x) con H(x)=x*

HU RED Ry s

Ley HY por definicion:
HY(y)=x < H(x)=y
H'(y)=x <> x°=y A xe Ry

la llamamos, menos raiz cuadrada

la simbolizamos: - /*

-\/§=X <> x*=y A xe Ry

® paragraficar lafuncién x? y Su inversa,
raiz cuadrada, en un mismo sistema x-y
cambiamos el nombre de las variables
X2y

y 2> X

X =y < y2=x Aye RS

® obtenemos la grafica de \/ * por reflexion

de lagraficade F respecto de la recta y=x.
Raiz cuadrada :

® no es par, niimpar
® inyectiva

® estrictamente creciente
® simetrias: no tiene

signo: definido no negativo.
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RESUMEN: raiz enésima

g(x)= W n par - N impar
A
(*) npar D=P; Im=P ,
Dg =P,"
Im g=P," >

raiz positiva: 4\/ X

A

v

(*) n par

Dg =P,"

Im g=P, >

raiz negativa: - L\‘/; Ejemplo: ‘E{/;
I |
§\

Ml P f > potencia/

f(x)=ax"; neN
¢ LINEALES
¢ POTENCIALES [

W ¢,suma de potencias?, ¢,conocida o desconocida ?
P(X) = an X"+ an X"+ +a; X+ ap
La suma de una 0 mas potencias da por resultado la funcion que conocemos con el nombre
de polinomio. En este punto no tenemos todavia los conocimientos matematicos
necesarios para analizar polinomios en general, pero si para hacerlo en un caso en
particular: polinomio de 2do grado 6 funcién cuadratica.

1.5.4 Funcién Cuadratica: C(x)=ax’+bx+c, a;b;ceP;a=0.

Un método Util para estudiar una funcion es aquél que consiste en explorar la existencia de
este vinculo existe, a partir de ello deducimos luego grafica y propiedades basicas
de la funcién desconocida.
Dada g, funcidn desconocida: ¢cémo procedemos para aplicar este método ?:

1ro) Seleccionamos una funcion prototipo f, conocida y conveniente al caso en
estudio.(*)

2do) Exploramos si la funcion g estd vinculada a f a través de alguna operacion
grafica; o sea, si g(x) =A.f(ax+b)+ B, para algin valor de los parametros a b, A
y B. (*)

3ro) Si tal esel caso, esto indica que g es el resultado de aplicar a f una 0 mas
transformaciones (traslacion, alargamiento, reflexion, etc.), las que como sabemos no
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modifican en forma esencial la grafica ni las propiedades de f. Luego, g pertenece a
la clase de funciones determinada por f.
(*) ¢ Qué funcidn tipo 6 prototipo elegimos como punto de partida ?

La funcion tipo de partida resulta muchas veces sugerida por la misma funcion a
investigar; asi normalmente tomamos f como el caso mas elemental posible relativo
a la funcion incognita g.

(**) ¢Como organizamos la exploracion ?, ¢ partimos del caso general o de casos
particulares ?

Aqui conviene organizar la exploracion a partir de casos particulares, lo mas
sencillo posibles.

Acorde a este método procedemos al estudiode C(x) =ax*+bx+c.

1ro) C es un polinomio de grado dos; luego, y a los fines de comenzar el estudio comparativo,
buscamos el polinomio mas elemental posible entre todos ellos y lo tomamos como
funcién prototipo: C(X) =ax*+bx+c

a=1; b=0; c=0 ~ v/ 7 \Enmsmah

Asf, tomamos f(x)=x* como funcion tipo la cual, ademas de ser el caso mas elemental
posible para un polinomio de grado dos, es una funcién conocida (potencia).

2do -3ro) consideramos casos particulares de funciones cuadraticas y, a partir de ellos,
obtenemos la conclusion para el caso general.

Ejemplo1: p(X)=x*+1

p() =3¢ +1 — 10X 6 t(x)+1 (%)

(*) Sumo 1 a la funcion f ; luego:

graf p= graf f subido 1 unidad.
graf p = “parédbola” subida 1 unidad

* gje simetria: ejey
* vértice: V* (0,1)
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Ejemplo2: q(X)=x*—2x+ 1
)

i NOTA 1: en este caso la relacién entre q y f no es
"i evidente. Trabajamos algebraicamente la funcién g
hasta descubrir su relacion con f ; para ello
2 . .

q(x) = (x-1)

NOTA 2: escrita de esta forma, vemos que g es una

)
I Ry - f

b4

q(x)=foRy(x)

Conclusion: q(x)= f(x-1) (*)

(*) resto 1 a la v.i.; luego:

graf q = graf f trasladado 1 unidad a
derecha

graf q = “parabola” trasladada lu. a
derecha

*gje de simetria: X =1
*vértice: V*(1,0)

Ejemplo 3: C(x)=x*—2x+3 e—— NOTA : trabajamos algebraicamente la funcién C .
) En este caso: completamos cuadrados .
C(x)=[x—2x+1]-1+3

C(x)i(x-1)2+2

_i NOTA : ¢ que operaciones vinculan Ccon f ?

C(X) = S;0foR1(X)

Conclusién: C(x)=f(x-1) +2 (*¥)

(*) restol1ala v.i.,; sumo 2 alafuncion

resultado.

graf C = graff trasladado: 1¥F vy 26

graf C = "parabola’ trasladada: 1%y 2 6
* gje de simetria: x =1
* vértice: V**(1,2)
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CONCLUSIONES:

= Los ejemplos vistos permiten suponer que cualquiera sea la forma de la funcion
resultado de trasladar a otra region del plano la parabola correspondiente a una potencia
dada, que el vértice resulta de “completar cuadrados” en la funcién original.

= Sj trabajamos algebraicamente la expresion general, C(x)= ax? +bx+ ¢, demostramos

como resultado del trabajo algebraico obtenemos que la vinculacion entre Cy f se da
través de una expresion de la forma: C(x) =a. f (x + h) + k, y esto (s/ TABLA pag. 48),
indica que la cuadréatica C se puede interpretar como el resultado de operaciones graficas
realizadas sobre la potencia f(x) = ax?, donde:

- h, indicael corrimiento en sentido horizontal.

-k, indicael corrimiento en sentido vertical.

- a, indica la abertura de las ramas de la parabola y hacia adonde apuntan.

C(x) = ax’+ bx +c conpletando cuadrados  C(X) = a (X+ h)2 + k

M

| graf C=parébola Ih| unidades @ ¢ ®

|1
k| unidades d 6 @

= Elementos geométricos que caracterizan la parabola:
- ejede simetria: x=h

- vértice : V*(h, k) " 3>0-> U, parabola ¢

- abertura de las ramas - signo del coeficiente a =
g " a<0o> N, parébola@

= Grafica “por corrimientos” de una funcién cuadratica, C(x) = ax*+ bx +c.

1°) reconocemos el tipo de funcién, su grafica = cuadratica, parabola , ramas.
2°) elegimos la funcién prototipo > f(x) = a x?
3% completamos cuadrado para obtener el nuevo vértice: C(x) = a (x+ h)* + k
4% trasladamos al punto VV*(h,k) la parabola correspondiente a f(x)=a x>.
(Para un mejor grafico podemos calcular otros puntos ademas del vértice).
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Ejemplo4: C(X)=2x*—4x-6

L A P RSP PR

1°)C(x)= 2x%— 4X-6 . ® cuadratica > parabola
(™ a=2>0 > ramas ¢ :
2°) f(x)=2x* (prototipo) @ bz0; c#0 > parabola trasladada’. :

39 C(x)=2x*-4x-6=2[x-2x-3]=2[(x*—2x+4)- 9-3]=2(x-1)* - 8
C(x)= f(x-1)-8

v
2
4°) graf C =graf f trasladado a V*(1; - 8). | .
Para graficar con mayor precision calculamos *x1 RJ:’ x2
otros puntos de la gréafica, pero no puntos - _ 1 Pt p!
cualesquiera sino aquellos que sobresalen (*) : .
los correspondientes a la interseccion de la
parabola con cada uno de los ejes x-y. o
PTOS SOBRES.| X y =C(X)| P(x; C(X)) -3
P, (0;CO)| o0 -3 (0;-3) -
(-1,0) -
Py (x;0) x/ICx)=0| O (3:0) e
V*(h; k) 1 -8 (1;-8) b
—8
u
eje simetria; x =1 -9

(*) en la parabola distinguimos cuatro puntos “sobresalientes™: V, Py, Py;, Py, ; 0 Sea, Vértice e
interseccion con los ejes coordenados respectivamente. También distinguimos una recta que
“sobresale”: el eje de simetria; luego, una vez reconocida la funcion y la orientacion de las ramas,
podemos graficar la parabola con s6lo determinar estos elementos sobresalientes”. Tenemos asi
otro método para graficar una cuadratica.

®  Procesos para graficar funciones (en general) .

Método 1: por corrimientos.
1°) reconocer la clase a la que pertenece la funcion en estudio.
2°) elegir una funcion prototipo dentro de esta clase.
3°) trabajar algebraicamente la funcién dada hasta poner en evidencia la relacion
entre ella y la prototipo; o sea, hasta detectar las operaciones graficas que
permiten “pasar” de la prototipo a la dada.
4% operar sobre la funcion prototipo acorde a lo detectado en (3°).
Método 2: por elementos sobresalientes.
1°) reconocer el tipo de funcion y sus elementos sobresalientes.
2°) calcular vy graficar los elementos sobresalientes.
3% unir con un trazo continuo los puntos sobresalientes obtenidos en el 2°
paso, teniendo en cuanta la identificacién hecha en el ler. paso y los otros
elementos sobresalientes (Si existen)
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Ejemplo5: C(x) =2 x*—8x + 6. Graficamos C, por elementos sobresalientes

1°) reconocemos tipo de curva y elementos sobresalientes

® cuadratica ->» parébola
" a=2 > ramasA ; b#0;c#0 > trasladada

® Puntos de interseccion con los ejes = pardbola n ejey; parabola n eje x
*)

® gje desimetria > xge=h (**)

(*) pardbola M eje x=Py(x,00 = buscamos los x’s tal que C(x)=0.
—-btvA
CX)=0 < ax’+bxtc=0 < xl,,zzbz—a\/_ con A =b? — 4ac

Pregunta: el valor de A, ¢qué informacién da acercade la interseccién buscada ?.

(**) X(eje):h 9 (,h’)

El eje de simetria es paralelo al eje y ; luego, toda recta perpendicular al eje y corta a la
i pardbola en dos, uno o ningln punto. Si la corta, los puntos de corte equidistan del eje

i de simetria.

! En tal caso, el Xeje) €S el punto medioentre X; y X;.
’ X1+X5

Conclusion1: h =
i 2

X1+Xy _

- b y _
—— ; luego, vale también, h =

Conclusién 2:  para todo A, 24

E() o V20 V(xy,yv) Vértice de la pardbola = V esta sobre el eje de simetria = xy = h

Conclusion:  xy =L2X2  yw=C(xv)
29) calculamos los puntos sobresalientes
PTOS SOBRES. X y=C(x) [P(x;C(x))
Py (0;y) 0 C(0)=6 |(0;6)
PXl ( X]_,O) Xl =1 C(l)=0 ( l, 0 )
sz ( Xz,o) X2= C(3)=0 ( 3, 0 )
Vi) [x=143 [w=C2) |(2-2) i B
2 —i
]
3°) graficamos la parabola. u Ly

OBSERVACION: para obtener los puntos de interseccion de la curva con el eje x tenemos que
resolver una ecuaciéon. Asi, en este caso, la cantidad de puntos de interseccién depende del

ndmero y tipo de raices de una ecuacion de 2do grado.
—b+A
2a

2

ax? +bxtc=0 <& Xy, -= con A =b% —4ac
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Analizamos algunos ejemplos a los efectos de concluir de qué depende la intersecciéon buscada:

C(x)=2x*-8x+6 (e.5) p(x) = C(x) + 2 qx)=C(x) + 4
v |12 '-I'-' 12 B |1z
id [ E 5! 11
14 l'ul i@ i@
9 Y9 {
8 # |'I
|~ E |.||I =
6 |IIII 6
Slll 5
3 3 Hl\ Ill a3
z 2 \ 2
U{Z.22
i 1 i
i 1 E 4 511]-1 i ] 3 4 5 i 3 a
1 % 4 U2, W) —1
—# ugz,.—23 -2 —2
3 -3 -3 Le
Cx)=2x-8x+6 p(x)= 2X°-8x+8 q(x)=2x"—8x+ 10
A =(-8°-426=16 A =(8°-428=0 A =(87%-4210=-16
X1=1; X=3 X1=Xo=2 X1 Y Xz: Nros complejos
A>0 = M :dos puntos A=0 = M :unpunto A <0 = M : noexiste

Conclusion: la interseccion de la parabola con el eje x depende del signo de A, discriminante

de la resolvente de la ecuacion de 2do grado.

RESUMEN: | a>0

a<o0

A

- AL D

/
Y
—

\/

|

\J

\. C(x) > 0; ¥x \

[ oazw

A<O . C(x) >0; ¥x. |

- [ C(9<0: vx]
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ME]
¢ LINEALES y CUADRATICAS

C = cuadratica/
C(x) = a x? + bx +c

¢ POTENCIALES

RAICES

% operamos en Mg > OPERACIONES GRAFICAS

El proceso hecho con la funcion cuadratica se puede hacer con cualquier otra funcion. Es decir, a través de
“operaciones gréaficas” podemos relacionar una funcién “desconocida” con una de la Memoria y, a partir de

alli, establecer la “clase” ala que pertenece la funcion “desconocida’.

Ejemplo 6:  p(x) = (x-2)>+ 3 _

funcion de referencia en Mg]

_f(x) =x°

. operaciones ﬂ—>

. conclusion .| —

xrestar 2 a la vi. > 2 ¥,
*sumar 3 a f 93@3.
«graf p =graf f trasladado 2%y 3¢

D,=P

Co=Imp=P

p > estrictamente creciente
p = biyectiva

p > tiene unaraiz real en x*

H p 2> admite inversa " p™".

Ejemplo 7: hallar p

» p:P>P [ y=p(x) con p(x)= (x-2)*+3

p: P OP

ley p™ :

Piy)=x < pX=y ()
P'Y)=x & (x2)+3=y
Piy)=x <& (x-2)°=y-3
ply)=x & (x2)=y-3 oL
piy)=x & x=Jy-3+2 s

Y

pl(y)=Fy-3+2

»

»

3

— _/

iy=x

1 inversa de p(x) = (x-2)*+ 3

RECORDAR: para hallar inversa:

¢ Damos la ley de p*inversa de p,
“por definicién”.(*)

¢ Tratamos de hallar (si existe) una
formula parala ley de p'l.

¢ Siexiste una formula para p'1 ésta

se obtiene de despejar x en p(x) =

Y.

despejar = aplicar inversas.

¢ Eneste caso, las inversas de las
funciones que componen ‘p° son
conocidas ; luego,

podemos hallar una formula para p™
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[
[

ME ~

¢ LINEALES y CUADRATICAS £ lineal

¢ POTENCIALES | f(x)=ax+b

RAICES

¢ operamos - ¢ cociente de polinomios? - funcion racional (desconocida)

En este punto no tenemos todavia conocimientos suficientes para analizar funciones racionales en general
Si podemos hacerlo para un caso particular: el cociente de dos lineales.

ax+b dos opciones j c=0; d=0; hx)= a X + 9—> lineal

d d
cx+d . . -
¢ # 0——— funcion racional — hom ogréfica

h(x) =

Observamos asi que el cociente de dos lineales puede dar otra lineal (c=0) o una racional propiamente dicha
(c=0). Estadltima es una funcién que no tenemos en la memoria; luego, es una funcién desconocida vy,
por ende, tenemos que estudiarla.

ax+bhb

1.5.5 Funcion Homogréfica: h(x) = ; a,b,c,cdeR ; ¢c#0
cx+d

Segun lo establecido en la pag.64 para conocer la funcion homografica procedemos a
explorar a través de operaciones gréficas la relacion entre dicha funcién y una funcién
prototipo f conveniente al efecto. Vimos también que f generalmente es el caso mas
elemental posible para la funcidn en cuestion; en este caso, el cociente entre una constante
y la identidad.

ax+b —0;b=1;c=1d=

h(X) _ a=0;b=1c=1,d=0
cx+d

La funcidn reciproca no esta en MF ; o sea, estambién una funcion desconocida.

Luego, comenzamos por estudiar esta funcion.

> f(X) = % (= reciproca)

Caso elemental:  f(x) :%

= Dominio de f : al estudiar una funcién desconocida lo primero que debemos determinar
es su dominio. En este caso f es el cociente de dos funciones; luego, el dominio resulta
de la interseccion de los dominios de las funciones que forman el cociente, menos los
puntos en que se anula la funcion del denominador. Asi, D;=P-{0}.

= Gréafica de f: en este caso para obtener la grafica de la funcion no tenemos otra
opcién que acudir al proceso mas elemental que disponemos al efecto; o sea, a la
tabla de valores. Asi:

- calculamos y completamos una tabla de valores hasta que aparece cierta
configuracion

- unimos los puntos segun lo sugiere la configuracion y obtenemos la curva.

- le damos un nombre a la curva ; en este caso: HIPERBOLA.
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Nota: cuando para graficar debemos acudir a una tabla de valores resulta uUtil detectar
propiedades de la funcion, pues muchas veces las mismas proporcionan datos Utiles

para la construccion de la tabla.

En este caso por ejemplo la funcién es impar; luego, su grafica debe ser simétrica

respecto del origen.

Esto implica que podemos construir la tabla s6lo para x >0, graficar la curva
correspondiente a los puntos asi obtenidos y luego, por simetria, completar la grafica

para los x<O0.
Procedemos a graficar f acorde a esta Gltima observacion.

1 y HIPERBOLA
X =— .
Y X
a.2 5
@.25 4
B.3 3.33 3
A.35 2._85
B.4 2.5 2
A.45 2.22 )
a.s5
8.5
i 3
a.75 1.3
-1
1 1
1 A.8 —9
1 A_G6
1.7 @.57 ~3
a.5 4
2. @.44
- .4 -5 ¢ D= P- {0}
. A_26 * Imf=P—{0}
¢ funcion impar
3 8.33 ¢ inyectiva
¢ centro de
simetria: origen O
Nota: observamos que la hipérbola tiene una propiedad que hasta
ahora no se habia presentado en las otras curvas estudiadas: ¢ lacurva presenta:
“ . | . denad ii ASINTOTAS !l
sus ramas se acercan tanto como quiera a los ejes coordenados, an: y = 0 (eje x)

’

sin cortarlos nunca’.

Los ejes coordenados son asintotas de la curva.

a,: x=0 (ejey)
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DEFINICION

Una recta I se dice que es una asintota de una curva C si dado un
punto P sobre C, la distancia entre Py P” (proyeccion de P sobre r),
se hace cada vez mas chica a medida que P se mueve sobre la curva
en algin sentido; es decir, d(P,P’)> 0 cuando P se desplaza sobre
C.

asintota
de una curva

¢ Larecta res una asintota
para la curva C.

¢ Enelcasode la
homografica las asintotas

son

e rectas horizontales (y = k)
o

> X rectas verticales (x=h).

Estudiada la funcion reciproca, f(x) = 1/x, hipérbola con ramas en ler y 3er cuadrante,
nos apoyamos en esta funcion a los efectos de concluir para las funciones homogréficas
en general.

Asi, en lo que sigue exploramos a través de operaciones graficas y distintos ejemplos la
relacion entre homograficas cualesquiera y la funcion reciproca f.

- : = _b _¥% _k
Ejemplol: a=d=0 -> h(x)—a— ¢ T} h(x)—;
. C_

x
En este caso, h(x)=k. f(x); luego y segun la tabla de transformacion de funciones

de la pag. 48 la grafica de h serd una hipérbola alargada, comprimida o reflejada
respecto del eje x segin sea el valor ysigno de la constante k.

v Eu\ \ /" f!“

| el
1\\ /|
I

\"““““““f-

k >0 > HIPERBOLAS k <0 -> HIPERBOLAS
ramas: ICy I C ramas: IICy IVC
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Ei 02 hix) = 2x+1
jemplo 2: h(x) = NOTA: en este caso la relaciéon entre hy f no es
)¢ , evidente. Luego, trabajamos algebraicamente la
I funcion h hasta descubrirla; paraello, dividimos .
hoo=2 + £ —FO=L/X iy f(x)+2
X

(*) Sumo 2 a la funcién f; luego:

] . graf h= graff,Z@.

' . graf h = "hipérbola” subida 2 unidades
¥ * Dh=R — {0}

e B SREETrr *ay: X=0 (ejey)
*ap: y=2 (ejex,2&‘_’3)

3\ * 0’(0,2) = centro de simetria

i (**) Para graficar la hipérbola trasladada basta con
trasladar las asintotas y el centro de simetria, tomar
' . estos elementos como sistema coordenado auxiliar X" -y,
: y graficar alli la hipérbola tipo correspondiente a f .

, 1
Ejemplo3: h(x)=——
X-3 NOTA: en este caso la relacion entre hy f no es
] evidente. Si se observa facilmente que h es una
} " { composicion de funciones = ¢ de qué funciones? .
R3 f
?
v
h(x)=foR3(X) y

Conclusioén: h(x)= f(x-3)

(*) resto 3 a la v.i.; luego:
grafh = graff ; 3%
graf h = "hipérbola” trasladada 3 ¥ 1

* Dh=R -{3}

* ay: x=3 (ejey,3F)

* an: y=0 (ejex)

* O’(3,0) = centro de simetria

Eau:y‘
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Ejemplo 4: h(x) = X-2 NOTA : trabajamos algebraicamente la funcién h .
) I X —3 En este caso acudimos al: algoritmo de la division i
; 1 - (x-2)=c (x-3) +r con C =cociente; r =resto.
h(x) = 1+
-3
[
». NOTA: ¢ que operaciones vinculan h con f?
\ A
R3 f S1

X [....]—3—:%(x-3)-) (x-3)-) [.p1/&x-3)+1

h(x) = S 0 foR3(X)

Conclusion:  h(x)=f(x-3) +1 :
HER i P 6 i L !
(*) resto 3ala v.i.; sumo 1alafuncion
resultado. 1 01}
graf h= graf f trasladado: 3y 14 Pyh""\_ ahix
graf h = hipérbola’ trasladada: 3% y 1 ¢ 0 Px 3 4§
+ Dh=R —{3} i
* ay: x=3 (ejey, 3F)
*a, y=1 (eiex,19) !
Eau:y‘

Observaciones:
Los ejemplos vistos van poniendo en evidencia algunos hechos :

® La asintota horizontal es la recta y=k, donde k indica lo que que trasladamos la
hipérbola en forma vertical. (¢ 6 #)

® |a asintota vertical es la recta x=h, donde h indica lo que que trasladamos la hipérbola
en forma horizontal (- 6 =)

® |a asintota vertical pasa por el punto que excluimos del dominio de la funcién. (este
hecho proporciona un método muy simple para determinar donde se halla esta asintota, el
de buscar el punto donde se anula el denominador) .

@® Lo observado hasta ahora nos animaria a conjeturar que el grafico de una homografica
es siempre una hipérbola. Ahora bien, ¢nos animamos a dar por véalida esta conjetura sin
mas ?, ¢alcanzan los ejemplos vistos para concluir acerca de la verdad de tal supuesto?.
Un buen matematico sabe que no, que no hay ninguna cantidad de ejemplos que alcance
para demostrar la validez de una conjetura, que las demostraciones matematicas se basan
en el método deductivo; sabe también que basta un contraejemplo para demostrar que un
supuesto es falso.

Entonces.., ;cOMo procedemos para concluir en este caso?.

Tenemos distintos caminos para asegurarnos de la validez de los resultados obtenidos ,
uno de ellos, trabajar en forma genérica. En lo que sigue, optamos por este método.
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. ax+b
Ejemplo 5: h(x) =
1 CX+ d
» Trabajamos algebraicamente la funcion h
h I r acudiendo al: algoritmo de la division .
(X) = k+ cX+d (ax+b)=k (cx+d)+r con k=cociente; r=

@® La expresion obtenida indica que la graf h esuna hipérbola < r=0 ;0 sea,
si el resto de dividir numerador por denominador no es cero.

® ¢r=07?. Investigamos en que caso se da esta situacion y concluimos que:

r=0 < a=kc : b=kd < %:% 6 ad-b.c=0.

¢Qué sucede en tal caso?: vemos un ejemplo.

heo= 2222 [2-83  Dph=R-{3}

2.(x -3
_— 7 = 2,
-3 X#3

h(x) =

Luego, comparando h con la funciéon g tal que, g(x)=2 V X € R, tenemos:

vVx#3 > h(x)=9g(x) Y 4
x=3 > h(3) #g(3) pues h(3): |
2 h(x)

Conclusion: h coincide con una funcién constante
excepto en un punto. : >
Luego , su gréafica coincide con lade larecta y= 0 3 X
2 excepto en un punto, por ello decimos que la
misma es una ‘recta perforada” (o agujereada ).

RESUMEN: homogréfica

s p(x) = &XF b . 0
) cx+d 7
= Dy=P-{-dlc}
= graf h > depende de laexistencia o no de proporcionalidad entre los coeficientes.

a_»b
() c=a

= graf h = recta perforada

(1) % # g = graf h=hiperbola trasladada (*)

(*) en este caso la hipérbola es el resultado de operaciones graficas efectuadas sobre f(x)=
o/x ; asi y segin la TABLA de la pag. 48, h resulta vinculada a f a través de la
siguiente expresion h(x) = a. f (x + d/c) + k, donde:

- d/c, indicael corrimiento en sentido horizontal.

-k, indicael corrimiento en sentido vertical.

- o (=r/c), indica la abertura de las ramas de la hipérbola y el cuadrante donde
estan.
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h(x) = ax+b dividiendo ey -k + C k4 1
()I e ¥ o+ d *X+dic
!
graf h=hipérbola l corrlmlentvo F 6 .
v

corrimiento : é ) @

(*) Elementos geométricos que caracterizan la hipérbola:

*

asintota vertical 2> a:. xXx=-dlc (=06 =)
asintota horizontal > an: y = k (9 6 P)
centro de simetria > O (-d/c, k)

ramas 2| m g>0 > Iy IIC
" <0 > IlyIVC

* % %

Ejemplo 6: h(x) = 3 X__45 ; Dh=P-{4}

e c+0 = homogréfica;

3/1# (-5)/ (-4) = HIPERBOLA

b0y d=0 => trasladada

nuevo sistema = ejex’=a, | ejey =a,

1°) reconocemos el tipo de funcion ->

2°) efectuamos el cociente:

h(x) = -5 dividiendo h(x)=3 + 7
—4 ' x—4T
‘ graf h=hipérbola v3 é v4 @

3°) elegimos la funcidn tipo de referencia : f(x)= 7/x > ramas | y IlIC
4 0O(4:;3); a: x=4; ap: y=3
50) trasladamos f (x) =7/ x al sistema x'-y~ formado por las asintotas y O'.
( para graficar con mayor precision buscamos otros puntos sobresalientes tales como
la interseccion de la curva con cada uno de los ejes coordenados = Px y Py)

LS
1@
PTOS SOBRES.| X y =h(x) P(X; y) 9 y= {35 (x4}
P,(0;h(0) | o© si4 | (0; 8
5/4) ?
Po(x;0) |x/h(x)=0 o0 (5/3; 0) 6
5
o (T d)| 4 3 (4:3) .
(*) elementos sobresalientes de la hipérbola: :0 ah: y=3

tres puntos : \. 2
- Py, P, , interseccion con los ejes Py

- O, centro de simetria. L‘\px ! x

dos rectas: las asintotas. [} 1 3 45 6 7 8 9 10
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Estos elementos permiten ubicar facilmente la hipérbola una vez reconocida (paso 1°); o sea,
permiten que para graficar la curva usemos el otro método, el del grafico por ‘“elementos
sobresalientes” .

Ejemplo7:  h(x) =

6x-8 . —p.

Graficamos h, por elementos sobresalientes:

1°) reconocemos el tipo de funcidn y sus elementos sobresalientes

e c#0 > homogréfica;
e 6/2% (-8)/ (-4) - hipérbola
eb=0y d#0 = trasladada :
e NUEVD sistema > ejey'za, D xz 2 (sf——
egiex ' =a, 2 y=Kk (x)
O (h;k)y=0(2; k)

() Como ya observaramos la asintota vertical pasa por el punto que no pertenece al

dominio de h .
(== ) Para poder graficar la hipérbola por elementos sobresalientes se hace necesario

hallar una forma de detectar directamente de la ley el punto por donde pasa la asintota
horizontal ; o sea, una forma de reconocer k sin tener que realizar la division.
e Con este objeto recordamos y analizamos la definicion de asintota.

Y

c\

> La recta y=k esasintotade C si y solo
Si

d(P; P") > 0 a medida que x se hace cada
vez mas grande. O sea; si para X muy

P"(x, k) grande,

y=K

\

X2>> X

e Luego; para detectar la asintota horizontal, o sea el valor de k, basta con identificar el
namero al cual se aproxima h(x) paravalores de x muy grandes.

e ;Es posible identificar tal numero?. Si, si trabajamos algebraicamente la funcion y la
escribimos de otra forma podemos entonces reconocer este valor.

x “grande”
b =0
a+|—
ax+b + m.a.m. por.x X a
h(x) = & . s h(x) = L a
cX+d d c
C+|—
X ~0
P

x “grande’



80

Conclusién :  para x’s muy grandes, h(x) z% ; luego este es el valor buscado.

a

Por lo tanto k:% y la asintota horizontal es, y=_ 0 sea, ap se obtiene de

hacer el cociente entre los coeficientes de la variable independiente.

2°) calculamos los elementos sobresaliente 8
_6x-8 ? :
de h(¥) = 2% =2 e | i
PTOS SOBRES.| X y=hx) | P y) =
4 :
Py (0; h(0)) 0 2 (0;2) T _+ 0 o
P (x:0) 413 0 (4/3; 0) ‘_“‘;;-
1 :
o(T;d)| 2 3 (2:3) psi
B -2 -1 1 :! 3 4 5 6 7
ejey =a, > x=2 2
gjex =a, > y=3 3
: av
—1 =
3°) graficamos la hipérbola con esos datos
I
I ‘§§\

ME

¢ LINEALES y CUADRATICAS

¢ POTENCIALES
¢ RAICES
+ HOMOGRAFICAS

== h - homogréfica/

_ax+b
h(x) = c.x+d c=0

Operamos: ¢existe inversa de homografica?,¢,si ? ,¢,conocida 6 desconocida?

e Seaf(x)=1/x con f:P-{0} > P-{0} entonces f es biyectiva y existe g, inversade f.

leyg: fog=id = fog(X)=x =f(gX)=x = l/gX)=x = g(X)=1/x = g=f

(*) En este ejemplo vemos otra forma de hallar la funcidn inversa: trabajar con la propiedad de
que la composicidn de una funciény suinversa es la “identidad”

(*) Comprobamos ademas que la inversa de la reciproca es : jj la reciproca !!.

(*) Si observamos la gréfica de la reciproca vemos que esta, ademas de ser simétrica respecto
del origen también lo es respecto de la recta y=x. Esto ya era un indicio de que la funcién
y su inversa debian coincidir.
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e h(x= g’;‘g h: P-{1} > P{3} ; biyectiva = 3 g =inversade h
gly)=x < h(x) =y (leypor def.)
Dg = P-{3} 6.x — 2 o
Im g= P-{1} oy —2 Y (dividimos)
leyg: g(y)=x =2 ¢x? = 4
3+ =y (R9)
2.X—2
4 =y - 3 (reciproca)
En este caso conocemos las 2X -2
inversas de cada una de las % — 2 1
funciones que definen "h”, luego 4 = —3 (Ma4)
podemos despejar 'x” de h(x) =y y
; obtener una férmula para g¢. %2 = 4 (D2)
y-3
2
x-1=—— (s
o3 ©
y—3 =:‘ y_3

Conclusion: g(y) = %3 +1 -> homogréfica - jconocida!!

y

Si deseamos graficarla en el mismo sistema que h, intercambiamos el nombre de las
variables y aplicamos cualquiera de los métodos vistos para graficar homogréficas:

+1 o hipérbola desplazada (3= y 1%)

X2y y=X_3

y=2 X

/

- T > funcion potencial /
f(x)=x"; neN = [potencia]

ME]

¢ LINEALES y CUADRATICAS
¢ POTENCIALES

¢ RAICES [

+ HOMOGRAFICAS POTENCIA: a P > exponente | 4 R- peR
i«base

La funcién potencia tiene la base variable y el exponente fijo (ej: x°); ahora nos
preguntamos , ¢qué sucede si consideramos la base fija y el exponente variable,
¢obtenemos una funcion?. Si asi fuera: ;conocida o desconocida ? . En lo que sigue
analizamos: f(x) =a".

e Dado xeR,; Xo— N0 5% Luego la correspondecia puede definir funcion.
e a*, ; existe paratodox, cualquiera sea la base ? .
e Vemos dosejemplos: 4% y (-4)*
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X 4% (-4)*

0 4° =1 (-)°=1

1 4' = 4 (-4)' = -4

2 4% = 16 (-4)* = 16

3 4% - 64 (-4)°= -64

"l | 47 - Ve (-4)" = - Y

-2 4% = 1/16 (-4)%=1/16 *) (- 4)"2= V-4

v |42 Na =2 V(-4) notiene soluciénen P (*) — ..
e |47V 1 (-4)"*'? no tiene solucién en P (*) —4 = V4y-1-2i

X + X (-4)1/2€C, nros

xeP 4" ¢ P (-4)" puede o no ser un nro real N

CONCLUSION: f(x)=a" es funcion real a variable real < a>0

OBSERVACION 1: si a>0 entonces a*>0 VxeP = Imf=P"

OBSERVACION 2: para X’s crecientes; f(x) =4 crece.

OBSERVACION 3: como cualquiera sea la base, Imf=P" y f es mondtona,
entonces no puede ser una funcién tipo potencia. Luego, estamos ante una funcién
desconocida; por lo que le damos un nombre, funcion exponencial, la estudiamos y
luego la incorporamos a M3].

OBSERVACION 4: en la pagina 30 clasificamos a las funciones en dos grandes grupos:
algebraicas y trascendentes. Alli dijimos que la exponencial es una funcién trascendente.
En esta instancia cabe preguntarnos porqué es trascendente y no algebraica si, segun
vemos de la tabla para calcular potencias tenemos que hacer productos y/6 raices. Para
contestar esta pregunta repasamos el significado de a*

® x=n; nentero positivo, entonces: a"=a.a..cccoenin. a

n factores

. -n n Nros RACIONALES
® x=-n; nentero positivo, entonces: a = 1/a .

q
® x=plg, pygenteros y g>0; entonces: a”9=+aP”
V2 o,

. . . L, Y
® X =nro irracional , por ejemplo: T, \/E; entonces, ¢ como calculamos a ; a
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Nota: para trabajar en Calculo es necesario tener definida la exponencial para todo nimero real, racional 6

irracional. Si trabajamos s6lo con racionales, la grafica de a* resulta una curva creciente ~infinitamente
perforada” (infinitos puntos no tendrian imgen). ¢Cdémo definimos la exponencial para los irracionales?

Consideremos el caso de a‘/E

: El valor que asignemos a a‘/E debe ser tal
P que “rellene” el hueco que se observa en la
: ' grafica para

X :«/E . Para realizar esta tarea acudimos a un
. nuevo proceso: el de aproximacion.

3 .o : Para ello tenemos en cuenta que la expresion
decimal infinita /2 = 1.414214.... indica que
o J2 es el numero real gue satisface la siguiente

lista de desigualdades:
4 3 : = |os valores que
1 <y2 <2 q
s 14 «/E <1 acotan «/E son
fr" ' < & racionales; por lo
141 <2 <14 tanto, para ellos,
2 1414 <2 < 1415 | la exponencial
N [ esta definida.
x 4 < 42 <16
: 6.96440 < 42 < g

7.06162 < 4Y2< 7.16020
7.10089 < 4V2< 7.11074
7.10286 < 4V?< 7.10384
7.10..... < 4V?2< 7.10....

Si a=4; 4‘/E satisface las siguientes desigualdades,
obtenidas de calcular 4* para
el listado anterior.

CONCLUSION : definimos 4‘/E como el nimero que satisface la lista de desigualdades que

resulta de aplicar 4* a la lista de desigualdades que satisface J2. Este nimero existe y €s
irracional.

Los nl]mfjos de la dltima lista proporcionan aproximaciones de 4‘/5:
2 3
4

~7.10286 (con tres decimales exactos) ; 4V? ~7.10299 (con cinco decimales
exactos).

Finalmente, para todo X, ndmero irracional, a* se define en forma similar al ejemplo y, de
este modo, la funcién exponencial queda definida para todo nimero real .

1.5.6 Funcién Exponencial: f(x)=a* ; con a>0, a#l, D;=R
NOTA1: 1%=1,V xeP. Luego, para a=1; f(x)=1 V xeP (ffuncion lineal,
ya conocida), por ello excluimos el caso de la base igual a 1.

NOTA2: a*eP VxeP «< a>0, porellopedimos base positivay no nula.
NOTA3: si a>0 entonces V xeP, a* > 0

NOTA 4: el comportamiento tendencial de la funcion depende de la base; asi,
-si O<a<l; x;<x, = a**>a*?. Luego, f es decreciente.
-si a>l; xi<x; = a*< a*?. Luego, f es creciente.
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X

a* (0<a<l) 1* (a=1) a* (a>1)

(2)" (2)°

Imf=P"
estric. decreciente constante estric. creciente

signo definido positivo sg definido positivo sg definido positivo
asintota horizontal: eje x. asintota horizontal: eje x

Incorporamos la funcién exponencial a nuestra memoria.

I
I
M " f > funcion exponencial /
¢ LINEALESy CUADRATICAS
¢ POTENCIALES f(x)=a*; a>0;a=l; Di=R
¢ RAICES 4
¢+ HOMOGRAFICAS [
¢ EXPONENCIALES finversa?
\ /_-
o f "P S pt f biyectiva
X > y=a" U
e a>0: axl existe g,
inversa de f
1.5.7 Inversa de Exponencial
» f:P>P" /| y=f(x) con f(x)=a*
» g:P" >P
» ley g (por definicion)
g(y) =x < f(x)=y
gy) =x & a=y ? no se puede “despejar” x a
gly) =x < x=.. través de funciones
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Comprobamos entonces que no existe una férmula para f * vy, consecuentemente, que
hemos encontrado un nuevo tipo de funcién.
indicar este tipo de funcion; la llamamos: LOGARITMO.

CONCLUSION:

g es una nueva funcion [ ¢Mg].
NOMBRE: logaritmo en base a

Ideamos un nombre y un simbolo para

o Dom.log ,[e] = P”
= Im log,[e]="P

o ley: lo =X & a’=
e SIMBOLO: loga[e] y- 100aY 4
e Restricciones: a>0 ; a#l
log aX ( O<a<1) a =1 logaX (a>1)
-;“ A ] ..
:7 : “a*
le
s aX &
o || OO O ’
- ax (3 z 3 £ e
L - I \ -
SN L log 4 x
3 4.1 i% 3 3 4 § & &9 7& ==l | et ¥
I I—z—x_}/:zs-t;e‘rue
:z fa
| Ls
1% -4
| —& ] -5
X i 0<x<1 1 x>1 X crece no existe X 0Oxx<l 1 x>1 X crece
y y>0 0 y<O0 vy decrece inversa y<O0 0 y>0 vy crece
« Dlogs[e] = P Dloga [¢] = P
® Imlog,[e]=P Im | loga [¢] =P
e estrictamente decreciente estrictamente creciente
e asintota vertical: eje y asintota vertical: eje y
e definida positiva en (0,1) definida negativa en (0,1)
e definida negativa en (1,) definida positiva en (1, )
® |00g;,1=0; logaa=1 logal1=0; logaa=1
BASE FUNCION INVERSA NOMBRE
Casos a=10 f (x) = 10 g(x) = log x log decimal
particulares: a=e f(x) = e g(x) =Inx log natural
3 formula de
cambio de base:
2.5 -
In x
2 log, X
log 3 x = 9
1.5 Iog X Iogb a
8.5 W > logx = In x
: : In10
1 2 el 4 5 6 7 8 § 18 11 12 logx =0,434 . In x
log x
» Inx= g
1.5 log e
) Iy In x = 2,302 log X
L.s
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[
[
ME

= ., .
¢ LINEALES y CUADRATICAS g > funcién logaritmo /
¢ POTENCIALE N
+ RAICES g(X)=logax ; @>0;a=l, Dg=R

¢+ HOMOGRAFICAS

+ EXPONENCIALES — \/
¢ LOGARITMOS v
e ¢ inversa?

e g:P"> P
X 2 y=logax
e a>0; azl yectiva = existeinversadeg

Observacion : por definicion de logaritmo: Inx=y < & =x .

Resulta claro entonces que la funcion que “deshace” lo que hace el logaritmo (0 sea su
“inversa” ) es, la exponencial. Esto vale en general; o sea que si g es la inversa de f,
entonces f es la inversa de g.

Recordando que la composicion de una funcion y su inversa da como resultado la funcion
identidad, tenemos asi dos importantes resultados:

» In(e*)=x; VxeR

» e —x - vx>0

1.5.8 Funciones Trigonométricas

En el Apéndice C comentamos algo acerca del origen de las funciones trigonomeétricas, de
su relacién histérica con las ‘razones trigonométricas”. Asi mismo damos alli las
definiciones que finalmente y a través de un largo proceso (en el que varia la nocion de
angulo) se establecen para estas funciones (aquellas en las que el dominio de aplicacion no
se encunetra restringido a angulos agudos sino que comprende cualquier tipo de angulo,
ya sea, agudo, obtuso, de méas de una vuelta, positivo o negativo).

DEFINICION

funciones Dado un angulo o en posicion estandar y P(x,y) un punto
trigonométricas| | cualquiera del lado final del angulo, si la distancia de P al origen la

indicamos con r (radio vector), definimos las funciones
Y A

> sen o= y
r
X
» COS o= —
r
» g a = ¥

X >

X

En particular, para r=1, tenemos: > sen o =y (ordenadadeP)
» cos o = X (abscisade P)
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Cofunciones: llamamos asi a las reciprocas de las funciones trigonométricas bésicas.
Les damos un nombre a cada una de ellas. Tenemos asi:

-reciproca del seno - cosec a. = rly
-reciproca del coseno > sec a = r/x
- reciproca de la tangente > ctga= x/y

@Nos abocamos al estudio de las trigonométricas basicas ya que, conocidas la
propiedades de estas, las de sus recipocas se deducen automaticamente. Por ejemplo,
conocido el signo del seno y coseno, se tiene el signo de todas las demas funciones.

@ En general el seno o coseno de un angulo es un numero irracional. Facilmente
podemos apreciar también que estas funcioneslaro no resultan de un nimero finito de
operaciones algebraicas sobre la variable. Luego son funciones trascendentes.

Dos angulos se dicen congruentes cuando difieren un nimero entero de giros.
angulos | Asi o y B soncongruentes si B =a+ kgiros, con keZ.

congruentes Luego, sus medidas difieren en 2kn (P = o + 2kn ) y el lado final de

[ coincide con el de a.

Asi, para las funciones de dngulos congruentes,
tenemos:

- cosBp=cosa =X >cos(a+2km)=cos a
—> - senB=sena =y >sen(a+2km)=sena

funciones Son funciones cuyos valores se repiten “ciclicamente” o “periédicamente” ;
periédicas | O sea aquellas que, cubierto un “ciclo’, comienzan luego a tomar los

mismos valores y asi continuan indefinidamente. Las funciones seno y
coseno (y en consecuencia todas las deméas) son funciones periddicas ya
que luego de una vuelta (360° ) sus valores comienzan a repetirse
indefinidamente:  cos (a0 +360°) = cos a; sen (o +360° )=sen «

DEFINICION:

funcion f periédica con periodononulo T < f(x+T)=1(X) V x € Ds
periddica

Observaciones :
» si T es periodo entonces kT (k € Z) también lo es.
Por ejemplo: f(x +2T)=f((x+T)+T)=f (x+T) =1 (X)
» Al menor de los periodos se lo Ilama periodo de f.

Ejercicio: demostrar que el periodo del seno y coseno es 2x, que el de la tangente es .
O sea; demostrar que:
sen(o+2m)=sen a; cos(oa+2m)=cosa ; tg(a+m)=1tg a
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M

Aplicando identidades trigonomeétricas tenemos que cos a = sen (o +7/2); luego si
conocemos la gréfica del seno, por “transformaciones” tenemos la del coseno.
La grafica del seno la obtenemos apoyandonos en la circunferencia trigonométrica.

M

»

» GRAFICA de la FUNCION SENO ( sinusoide)

/ 18° 23go 290 a3igo /J x
\ v N . 368°

» GRAFICA de la FUNCION COSENO

cosa = sen(a. +7/2)

Luego la gréfica
del coseno es la

e del seno
—e@®© 9b2 186° 278° desplazada /2
unidades a
izquierda

+1

» SENOy COSENO

TN LD LT/
T ONMN NN NS KNS

............................

-2

® Imseno =[-1; 1]

® Imcoseno= [-1; 1]
Del gréfico observamos que seno y coseno son funciones acotadas; es decir sus valores

permanecen entre dos valore fijos: -1y 1.

DEFINICION

e f acotada superiormenteen D < 3 ceR/ f(x) £ ¢, VxeD

funcion . .
f acotada inferiormenteen D <« 3 deR/ f(x) >d, VxeD

acotada °
e f acotada enD & 3 c,deR/ d<f(x)<c, VxeD




» GRAFICA de laFUNCION TANGENTE : tga = _senco =y .= ordenadaP

o

Py A

tg a

=z

v

COoS o X abscisa P

® C: circunferencia de radio 1
® P (cosa,sena)

L4 Los triangulos OQPy OMT son
tridngulos semejantes; luego:

IMT|= |RP| — [MT|=sena —
|IOM| |OR] 1 CoS o

IMT| = tg o

e T(l,tga)— la’tga  eslaordenada
del punto T, punto donde el lado
final
del &ngulo corta a la recta r L eje x.

o NOTA: si a=90° entonces el lado

final y r no se cortan — no existe tg

i

Propiedades de la tg:

Dominiotg = { xeR/ x# (2k+1).n/2 con keZ}
Imagentg =R

Periodo: p=m=

Asintotas verticales: a,: x = (2k+1).7n/2 ; keZ
Funcion impar.

89
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OBSERVACIONES:

»

»

Las funciones periédicas son el medio para estudiar gran cantidad de fenémenos naturales.
Dado que la condicién de perioricidad es muy “amplia” existe una gran variedad de funciones
periodicas. Sin embargo, un célebre matematico, Joseph Fourier, demostro (j oh sorpresas de
la matemética!) que en general toda funcion periddica puede ser aproximada por suma de
funciones periddicas de so6lo dos tipos, ¢Cudles son estas funciones?, pues nada mas ni nada
menos que, j Seno Yy coseno !l

Dada esta particularidad (la descubierta por Fourier), las funciones trigonométricas
desempefian en la teoria de funciones avanzadas un papel tan importante como el que juegan
el ‘ejex” y el "eje y” en la descripcion de puntos del plano.

Como ejemplo de lo dicho vemos que los sonidos producidos por intrumentos musicales o la voz
humana pueden ser modelizados por funciones trigonométricas. Asi, el gréafico adjunto aproxima
una “onda sonora” , la correspondiente al sonido producido por un violin. O sea, tenemos una
grafica de “sonido contra tiempo”. Graficamente vemos que estamos ante una funcion periodica.
¢cudl es el periodo de esta funcién?. ;y su ley?

/

\ //\ S/ //\ /\/

Pues, sorprendentemente, la ley de esta funcion es una suma de senos y c0oSenos.
Asi: y=151-SIN(t)-67-COS(t)+ 24-SIN(2-t) +55-COS(2:t) +27-SIN(3-t) +5-COS (3:t)

»

»

El ejemplo anterior obliga a realizar ciertas reflexiones sobre el dominio de la funcion seno
(6 coseno). En el grafico, en el eje de las abscisas se representa tiempo, magnitud que se
mide con numeros reales. Por otro lado, las funciones trigonométricas las hemos definido
para angulos; o sea, la pregunta aqui es: ¢tiene sentido aplicar funciones trigonométricas a
numeros reales?. Justamente para resolver este problema es que, para medir angulos, se
inventa el sistema circular 6 radian. Este sistema (adimensional) establece una
correspondencia uno a uno entre angulos medidos en grados y numeros reales (a través de la
correspondencia basica 360° €-> 2rx ). De esta manera si usamos el sistema radian las
funciones trigonométricas resultan aplicadas a nimeros reales y, entonces, el &ngulo (que en
tal caso es igual a la longitud del arco subtendido) puede representar  tiempo;
particularmente, el tiempo que tarda una particular en recorrer ese arco. No seria correcto,
por ejemplo, hablar de 30° de tiempo, si se puede hablar de 7/6 segundos.

En funcion de todos los considerandos hechos y para abarcar todos lo casos posibles, a partir
de ahora trabajaremos siempre con los angulos medidos en radianes; es decir, con nimeros
reales. O sea que; dominio natural de la funcién senoy coseno: R




1.5.9 Funciones Trigonomeétricas Inversas
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as

FUNCION Biyec.| INVERSA
o Seno; D=R ; C=Im(seno) N@ e no existe
—2
® Seno; D-=[-n/2;n/2]; C=[-1;1] Sl e existe g inversade f
f: [-n/2; n/2] > [-1; 1] g:[-1; 1] = [-n/2; /2]
y 2 X
o ley:
gly) =xsenx=y A xe[-n/2; n/2]
1/2)= X <> Sen X =1/2 = X =1t/6
T (9(112) = X =n/6 )
® no se puede obtener una férmula
para g; tenemos una nueva funcién
1.5 1.5 ® Nombre: ARCO SENO 6 sen™
- Dominio =1[-1; 1]
8- - Imagen =[-n/2; n/2]
- Ley:
I -1
arc sen y=x < senx =y A xe[-n/2; /2]
-1.5 ® Cambiamos el nombre a |
variables
arcsen X =y < seny =X A ye[-n/2; n/2]
® Graficamos.
] Coseno; D=R; C=Im (coseno) NO e No existe
T e i
. . -1 - . . . .

° Coseno; D=[0;n];, C=[-1;1] gl e existe g inversa de f
................... f[On]%[ll] c[ll]%[On]
X 2> Yy y =2 X

g= ARCO COSENO 6 cos™*
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® no se puede obtener una formula para g; estamos ante una nueva funcion.
- Dominio = [-1; 1]
- Imagen =[0; «]
Ley: arccos y=x< cosx=y A X €[0; ]

Ejercicio: hallar una region donde la funcion tangente sea biyectiva y definir la inversa
de la tangente: arcotg 6 tg™*

Ejemplo : Sabiendo que seno.=-' ; hallar “cos a”
Acudimos a la calculadora y ala inversa del seno para obtener “a ”

os | U .- oo O 0866025403

- J

Y v
Busca el angulo
cuyo seno es -0.5y cos a = 0.866025403
pertenece al

[-m/2; ©/2]

Ejemplo: Sabiendo que sena=-% y 180°< o <270°, hallar “cos o .

Si para resolver este problema acudimos a la calculadora y procedemos a trabajar con ella “en
forma mecanica’, lo méas probable es que lleguemos al mismo resultado que en el ejemplo
anterior, (incorrecto ya que para o € IlIC, cos a <0). Si tuviéramos el habito de reflexionar
sobre los resultados, esto no seria problema ya que nos dariamos cuenta del error, pero, esto, en
general no es asi. Lo mas frecuente es informar el resultado, apenas obtenido, sin reflexionar
sobre las caracteristicas del mismo, si las cumple o no.

¢Cémo debemos proceder para obtener la respuesta correcta?:

- primero, tener claro que la calculadora procede internamente acorde a un programa, asi, al
apretar las teclas “inv sen’, ella busca el angulo del 16 IV cuadrante cuyo seno sea -Y%:; 0 sea,
no puede buscar , por si, el angulo del 111 C cuyo seno sea - %. ; no se la programo para esto.

300 — ) 0.866025403

H— 11

ative w}vsiaemc—)cosa<o

- luego, debemos planificar una pequefia estrategia para encontrar el angulo deseado. Para ello
acudimos a nuestros conocimientos teoricos, hacemos un grafico muy simple para orientarnos y
concluimos :

.......... - sen a=sen (-30° =-%.
- - del grafico: o es tal que a - 30°=180°.
- Luego: a =210°

¢ T\ - ¢0s a= cos 210° = - 0.866025403

v
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1.6 Modelos Matematicos. Ajuste de Curvas

® Un modelo matematico es una descripcion matematica (a menudo por medio de una funcion
0 de una ecuacién) de un fenémeno del mundo real. La finalidad del modelo es comprender el
fendmeno y, en lo posible, usarlo para hacer predicciones a futuro acerca de los hechos que el
mismo comprende. Es importante tener en cuenta que un modelo matematico nunca va a resultar
una representacion exacta del fenémeno que modeliza; que es una idealizacion del mismo.
Generalmente, para que el modelo sea matematicamente resoluble los datos de la realidad se
someten a ciertas simplificaciones. Es importante tener en cuenta esto, particularmente para saber
hasta que punto o instancia el modelo es Util; cuales son sus limitaciones.

En el parrafo 1 hemos visto algunos ejemplos sencillos de “modelizacién”. Si repasamos estos
ejemplos vemos que siempre y como primer paso procedemos a identificar las variables que
intervienen en el problema, el caracter de las mismas (dependiente o independiente). Luego,
acudiendo a nuestros conocimientos de la situacion en si misma y a nuestros conocimiento
matematicos tratamos de hallar una ecuacion que relacione las variables. Si esto se logra el tipo
de funcién que ligue las variables nos dara mucha y muy rica informacion acerca del tipo de
dependencia entre ellas .

® No siempre tendremos una ley (fisica u otra) que permita llegar a la formulacién del modelo a
través de una sucesion de pasos algebraicos; o sea, no siempre resultard posible obtener
“directamente” la expresion algebraica de la funcion modeladora. Se acude entonces al modelo
empirico, modelo esencialmente sustentado en datos que se relnen a través de una 0 mas
observaciones o repeticiones experimentales del fenémeno en estudio.

En este caso, una vez reunidos los datos se analizan los mismos en busqueda de un patrén de
comportamiento. Para ello resulta importante la forma disponer los datos, ya que existen
disposiciones que facilitan la busqueda al poner al descubierto propiedades de la funcién
modeladora o hacerlas mas facilmente apreciables.

» En una primera instancia se procede entonces a la tabulacién de los datos; o sea, a la

» Si de la “tabla de valores” podemos pasar a la representacidn grafica, las probabilidades de
hallar patrones de comportamiento crecen en forma importante ya que gran cantidad de
propiedades pueden ser leidas directamente de un grafico. Ademas, en muchos casos la
misma gréfica “sugiere” la ecuacion adecuada; méas aln, existen métodos perfectamente
probados que, para cierto tipo de curvas, permiten obtener la ecuacion que mejor la “ajusta” ;
o0 sea la que mejor captura la tendencia basica de los puntos datos.

» Si de la representacion grafica podemos obtener la representacion algebraica estamos sin

dudas en condiciones Gptimas de estudiar el fendbmeno, incluso estaremos también en
condiciones de hacer interpolaciones y/o extrapolaciones .

® En lasiguiente figura se ilustra el proceso del modelado matematico.

» Variables (dependiente e independiente)

PROBLEMA del (1) identificar » Relacion entre las variables.

MUNDO REAL o . .

» tipo” de modelo matematico que mejor
parece “ajustase” al problema
T(4)confrontar (5) corregir y/o
(2) Ajustar parametros
»  Verificar (obtener el modelo)

» Comprender, interpretar - Funcién
el fenémeno. i - Ecuacion

» Interpolar < MODELO MATEMATICO - Ecuacion
. (3)resolver diferencial

» Extrapolar (predecir) - Sistema

de

ecuaciones
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(1) Identificar el tipo de modelo: uno de los pasos mas dificiles en el proceso de modelizacion,
el que en general méas requiere del trabajo interdisciplinario.

En este paso, a los efectos de establecer alguna hipdtesis acerca del tipo de relacion que liga las

variables normalmente debemos acudir tanto a conocimientos matematicos, como a conocimientos

y habilidades de orden més general. Ademaés, y como ya dijimos, el anélisis de los datos del

problema puede hacerse de distintas maneras, unas mas convenientes que otras, segun los datos;

luego, en esta instancia también debemos decidir esta cuestion.

(2) Ajustar parametros: en este caso la representacion grafica puede resultar de gran utilidad ,
“sugerir” cual puede ser la férmula adecuada para la funcion que se busca.

Los siguiente ejemplos son gréficos obtenidos a partir del registro de “datos” (observados o
experimentales) y las funciones que les pueden corresponder:

5 - 5B =
“ - (*) modelo . (*) modelo
a0 = lineal 48 . exponencial
- . _ ox
208 y=mx+h 3d . y=Ce
- - (*) modelo
26" 26 . .
- Ay " potencial
-i- m=— L -
10 Ax 1:3_ o L y= C.x*
> Als 1 1]5 = - -_ a.s 1 1.5 2 2.5 3F 3.5
Andlisis

Normalmente, al observar un fendmeno, resulta facil ver si el mismo responde a un proceso de
“crecimiento” 6 “decrecimiento” (por lo menos en un intervalo de tiempo). Luego, y en tal caso,
una de las cuestiones mas importantes a determinar es la “velocidad” a la que el proceso se

desarrolla; particularmente, si esta es constante o no.
Esta cuestion, matematicamente, se resuelve a través del estudio de la razén de cambio (A—y ).
X

Aqui se pueden presentar dos situaciones:

A S . L
(1) A—y: k = f esunafuncion lineal con pendiente 'k”; osea: f(x)=kx + h
X
Ay s )
() — #cte = f, funcién 'no” lineal —4 (*) En este caso procedemos a buscar f a través de
Ax proponer.una funcién vy analizar luego si la misma se
“ajusta” ono a la gréfica .

(*) ¢Como elegimos la funcion de “ajuste” ?:  normalmente para elegir la funcién de “ajuste”
basta con acudir a las funciones tipo que hemos estudiado en este capitulo (exponenciales,
potenciales, reciprocas, ..). Vemos aqui dos casos:

Si sospechamos que la funcién que mejor ajusta es una exponencial o una potencial:
z o -

~ proponemos: y =C.e®* 6 y=C.x?% (segtn corresponda).

rectificamos(*) la curva a los efectos de determinar los parametros C y «;

reemplazamos los parametros hallados en la funcion propuesta y la graficamos;
confrontamos ambos gréaficos (experimental y analitico) y decidimos.

Q

4

4

(*) La forma de “rectificar la curva” depende del tipo de funcion; pues:

a) “una funcién es exponencial si y solosi el gréaficode Iny versus x, es una recta .
b) “una funcion es potencial si y sélo si el gréficode Iny versus Inx, es una recta .
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i h Y=I
a) y=Ce*X _lcams I yhy-|nC+ax acemos Y s vY=InC+

——
h

X

3R

~ AY_Y2 -Y; _Iny2 —Iny;

AX Xy —Xq Xy —Xq
h

o =M (pendiente) = o

INC=h (ordenadaalorigegny = C=e  (h se lee del grafico x-Y)

i Iny=Y
by y=Cx® _2ams 0 jhy-InC+alnx ——>— Y= InC+aX
X =T

_AY Yo =Y1 Inyp-Inyg

- K_XZ _Xl B Inx2 —|I’IX1
h

Luego: o =m (pendiente)

INC=h (ordenadaalorigegny = C=e  (h se lee del grafico x-Y)

EJEMPLO 1:

En la pag. 2 vimos la Ley de Hooke, la cual en su forma ultima dice que la fuerza F necesaria para
estirar (comprimir) un resorte es proporcional a la variacién de longitud (d) que experimenta el
resorte; 0 sea: F= k d , donde k es la medida de la resistencia del resorte a la deformacion
(constante elastica). Esta constante es propia del resorte y su determinacion se puede hacer en
forma experimental. Para ello dado un resorte se registran en una tabla los estiramientos d (en
cm.) sufridos por el mismo cuando se le aplican distintas fuerzas F (en kilogramos fuerza).

» F |20 40 60 80 100
d 14 25 4.0 5.3 6.6

- ® | os puntos datos parecen estar
- sobre una recta; luego, lo natural es
T proponer un modelo lineal. (funcion
lineal).

3 T ® | ospuntos no estdn exactamente
alineados; luego, debemos buscar la
- recta que mejor los “ajuste” Existen
= varios métodos para determinar tal

recta.

® Un método: tomar la recta que
=B =B =B TEEET- T pase por el primer y altimo punto
dato.

® Asi tenemos: F= 0.065 d + 0.1

e ® Observamos que si bien la recta
/ hallada ajusta bastante bien los datos,
. estano describe una relacion de
directa proporcionalidad como
requiere la Ley de Hooke (t.i.# 0).
Luego intentamos ajustar nuevamente
recordando que el origen también es un
punto dato (trivial): o sea, tomamos el
//" origen como primer punto

/ ® Asi tenemos: F=0.066 d

® Estarecta, ademas de contemplar

la directa proporcionalidad, también

zra 4r3 sra sra 1?3 13 ajusta muy bien, practicamente se
superpone con la otra; luego, la

o]

il

'y

W

N

[
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NOTA: Otro método para determinar la recta que mejor ajusta es un procedimiento conocido con el
nombre de regresion lineal. Este método proporciona la recta para la cual la distancia entre cada punto
experimental y el correspondiente de la recta de ajuste seria minima; o sea, la recta para la cual se
minimiza el error. La recta asi obtenida se llama recta de regresion.

El método para hallar los coeficientes de esta recta se llama método de minimos cuadrados e involucra
complicadas férmulas para la pendiente y la ordenada al origen las cuales se obtienen con la ayuda del
Calculo para Dos Variables. Existen numerosos dispositivos que poseen paquetes estadisticos que calculan
los coeficientes y dan la recta de regresion.

EJEMPLO 2:

Un detector registra el movimiento oscilatorio de un peso suspendido de un resorte. Tal registro,
gue se hace en forma grafica, muestra el desplazamiento (x) del peso respecto a la posicion de
equilibrio segun el tiempo (t) transcurrido desde que comienza a oscilar. El desplazamiento se
mide en centimetros y el tiempo en segundos.

1.5
® Del grafico deducimos sin ninguna dificultad

e "

I
f
I
|
4

rad v Y Pl gue la funcion que ajuste los puntos dato tiene que
'y . o . Ty . ser periddica, luego, un seno 6 coseno. Ademas,
: 5 = = gue estd subida uno. Luego la ley de la funcién
D I * | seriade laforma: x=Asen (wt) +1
ti8.7% s e . * 3
e’ faar” 4 ® | eemosamplitud y periodo del gréafico:
0.5 Amplitud: 0.35

Periodo: 05 = w=2n/05=4n

® Finalmente: x=0.35sen(4 nt) +1,seria

. : ; A : . un modelo matematico adecuado a este caso.
».2 " n.6 B8 1 1.2 1

EJEMPLO 3:
Estudiando el crecimiento de un potrillo que al comienzo de las observaciones pesaba 50 kg. un
bidlogo observa que al cabo de un mes el animal pesa 60 kg.; es decir, que su peso ha aumentado
un 20% respecto al de partida. Un mes mas tarde vuelve a observar lo mismo, ya que ahora pesa
72 kg, Si el proceso siguiese de esta manera, 0 sea aumentando cada mes un 20 % respecto del
peso del mes anterior; ¢es posible deducir una ley que lo modele?.
» Comenzamos por identificar variables y darles nombre. Asi el peso del potrillo es la variable
dependiente y, el tiempo, la independiente:
P, = peso inicial (50 kg),
P; = peso al cabo del primer mes (60 kg),
P, = peso al cabo del segundo mes (72 k@),.......ccccveveene.
» Tratamos de hallar cierta regularidad o comportamiento cuantificable; para ello reescribimos

de comportamiento.
I 20

20
Pi=P,+ 20 P, = Py(1+ —
1 0 0 Fo 0( 100)
20 20 20 |2
P,=P;+ 20%P; =P(1+=— )= Po(1+ =—).(1+ =Py (1+—
2 1 0F1 1( 100) of )-( ) o ( 100)

100 100
20 .3
P3= Pot 20 00 Py = oo =Py (1+—
3 2 02 0( 100)
20 .n
Pr= Prit 20 00 Pri = oo = Py (1+—
1 0 1 0( 100)

-z n S .
» Conclusion : Pn Po (1.2) (n: enésimo mes) - modelo exponencial
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EJEMPLO 4:

Para determinar la vida media del paladio 100 |,
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Confrontamos el modelo exponencial obtenido con lo que pasa en la realidad:

1°) el crecimiento de un animal noesa “a saltos”
sino en forma continua, por lo que, en lugar de la
expresién obtenida resulta mas razonable escribir
el peso del animal enel tiempo “t”:

P=50.(1.2) ! ; con t real positivo 6 cero.

2°) que el peso del animal aumente en un 20 %
cada mes puede ser una aproximacién razonable a
lo real durante los primeros meses. Obviamente
deja de tener sentido transcurridos estos. (si no fuera
asi a los 3 afios (36 meses) pesaria mas de 35000
Kg.y, ¢algunavez vieron caballo semejante? ).
Aqui tenemos dos opciones: buscar el dominio
natural de la funcion (o sea, establecer claramente
el intervalo de tiempo para el cual la formula hallada
tiene validez) o, directamente buscar otra ley,
valida aun para cuando el animal alcanza su peso
adulto.

lOOP
7

se registran datos acerca de su

descomposicion en el tiempo. La muestra observada tiene un peso inicial de 2 gramos.
La tabla siguiente contiene los valores medidos a intervalos de cuatro dias.

»

»

T

0

4

8 12 16

m

2.000

1.000

0.500 0.250 0.125

Graficamos los puntos experimentales a los efectos de deducir el tipo de curva.

=2

1.5
11
1t8a.5
3 —2 2 5] 8 i8 12 14 i6 18 28 2
—Aa.5
® | 0s puntos datos parecen estar sobre una exponencial con base menor que uno,

luego resulta natural pensar que los mismos responden a un modelo exponencial.

Podemos proceder como en el ejemplo anterior o aplicar lo visto en pag. 84.
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VVemos aqui que es lo que se obtiene en cada caso:

dias, lamasa se reduce a la mitad. Asi,
como en el ejemplo anterior, planteamos:

t=0> my=2
t=4 > my = % m,
t=89 m8:£m4:l£ m0: imo
2 22 22
t=12 > Mio=— Mg = ....... = imo
23
1
t=4n > M- =—.Mm
oN
£ Mp—tm,.2. 27
2t/4

e ler método: reconocemos que, cada 4

e 2do método : proponemos, con
coeficientes indeterminados, la funcién
tipo a la cual creemos que responden los
puntos datos. Procedemos a “rectificar” la
curva segun lo indicado en pag. 95.

t

e Proponemos: m=Ce "

e Calculamos M =Inm, para cada
‘m” de la tabla.

e Graficamos los nuevos puntos (t; M);
y verificamos si los mismos se disponen o
no, segun una recta.

® Silohacen, a partir de alli obtenemos
los coeficientes intederminados, C y a

® VVemos en detalle este proceso, el
método del cambio de escala (*)

(*) Calculamos M=Inm, paracadauno de los datos de la tabla y graficamos M versus t.

» t 0 4 8 12 16
m 2.000 1.000 0.500 0.250 0.125
M=In m | 0.693 0 -0.693 -1.386 -2.079

Graficamos M versus t; vemos que los puntos se disponen efectivamente sobre una recta.

Calculamos la ecuacién de la recta y obtenemos

y =0.693147 - 0.173286- t

'
16

CONCLUSIONES:

® (o = pendiente = -0.173286

18 20

® |nC=nh (ord. origen) = 0.693147

— C=e 0.693147 =92

-0.173 t

® |uego: m=2.¢e

e QObservacion: en general,

las funciones obtenidas con distintos métodos son

distintas. En este caso resulta interesante observar que las formulas obtenida con ambos
métodos corresponde a una misma funcion, ain cuando por su escritura pareciera que

fueran funciones distintas.

-0173 t

- 2do método: m=2. e

- ler método:

m-2.2Y=2¢

In27t/4 _ 2 a(~t/4).In2

= 9 0173t
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En la siguiente tabla se muestra la distancia (d ) de los planetas al Sol ( tomando como unidad la
distancia de la tierra al sol) y sus periodos T (tiempo de revolucion alrededor del sol en afios

terrestres).

» Plan |Venus Tierra Marte Jupiter Saturno
eta

d 0.723 1.000 1.523 5.203 9.541

T 0.615 1.000 1.881 11.861 29.457

Graficamos los puntos datos para descubrir el comportamiento tendencial de los mismos; o sea,
que relacion existeentre d y T.

@ ® Si bien los puntos parecen disponerse

om _ segun una exponencial, si se procede como el
caso anterior y segrafica InT versus d se

24 S observa que no “rectifican”. Luego, una
exponencial no es un buen modelo para este

N problema.

I ® Sisegrafica InT versus Ind si se

se observa que los puntos “rectifican”.
Luego, proponemos: T=Cd*®

o Calculamos InT y Ind, para cada
T’y "d” de la tabla.

® Graficamos los nuevos puntos (In d ; In T);
y verificamos que los mismos se disponen

segun una recta. Hallamos la ecuacion de esta
recta.

15 -

7 8 9 18 1 e obtenemos los coeficientes intederminados:

C=1va=32

Observacion:

La tercera ley de Kepler del movimiento planetario afirma:

“el cuadrado del periodo de revolucion de un planeta es proporcional al cubo de su distancia
al sol’

El modelo hallado: ¢cumple esto?.
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1.7 Ejercicios

1.- Indicar cuél de las siguientes tablas define una funcién de A={1,2,3} en B=N.
Si define funcion indicar dominio, codominio e imagen de la misma .
Si no lo hace, analizar si modificando algln dato la nueva tabla define funcién.

TABLA 1 ; ; é "i 5

TABLA 2 ; 1 22 2

TABLA 3 ; ; 5 g

TABLA 4 ; ; g i g
TABLA5 ; i i 5 g

TABLA 6 ; g é g i 5

2.- Dados los siguientes conjuntos A ={libros de una biblioteca} ; B=N , se pide:
- dar, verbalmente, tres funcionesde A en B.
- dar, como quiera 0 pueda, una funcionde B en A.
- decidir si la siguiente expresion describe una funciénde A en B.
“a cada libro se le asigna los divisores del numero de su ultima hoja’.

3.- Sea f una funcién cuyo dominio son los cinco primeros ndmeros naturales y su
ley esf(x) =2 x-4. llustrar f mediante una tabla de valores, un grafico y un
diagrama de correspondencia.

4.- Sea p:X=>X ,con X={1,2,345} y la ley de p indicada por la tabla:

X 1 2 3 4 5
TABLA
p(x) 2 3 4 5 1
(p se llama permutacion y como su nombre lo indica, permuta el orden en un conjunto de niimeros. )
Se pide:
- dar la leyde f porunatabla si f(x)= p(p(x)); V x e X. (f aplicap, dos veces)
- idem,si f(x)=p(p(pPX); VxeX (f aplica p, tres veces)

- ¢ cuantas veces debe f aplicar p, para que la funcion resultante sea la identidad ?.

5.- LaTABLA adjunta define y = f(x) .

Yo 1% |1 2 3 4 -1/4 |-12 |-1 -2 |-3 |4

X
fx) |14 2 |1 % |13 |% 4 2 |1 2|z




6.-

7.-

8.-

9.-
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(@) realizar el gréafico de esta funcion.

(b) Si h(x) = x.f(x). Hustrar h mediante una tabla de valores.

(c) Obtener una formula para la ley de f. Discutir si esta formula define la
misma funcion que la tabla.

El gréfico adjunto es el grafico de la funcion signo "SG".

(@) Dar la LEY de lafuncion "SG" a través

de una (o més) formulas. Y1
(b) Calcular
SG(3.5) ; SG(In0.1); SG(3.1416-7); 1
SG(a?+1) ; SG(-a*-1) ; SG(In 1);
SG(3.1415- ) ; SG(|3.1415 - | ). 0
X
(c) Indicar V 6 F. Justificar la repuesta. M
SG (a.b) = SG(a) . SG(b)
SG (at+h) =SG(a) + SG(b)
SG(2a)= 2SG (a)
SG (-a)= -SG (a) .

¢, Qué funcion tiene por grafica la parte de la circunferencia que esta por encima
delejex ?; ¢ y laque esta en el primer cuadrante?.

En cada uno de los siguientes casos dar una formula para la funcion descripta e

indicar el dominio natural de la misma:

a)  Un rectangulo tiene un 4rea de 10 m?. Expresar el perimetro en funcién de la
longitud de uno de sus lados.

b)  Un cajon rectangular abierto con un volumen de 2 m?, tiene base cuadrada.
Expresar el area superficial del cajon como funcion de la longitud del lado de la
base.

c) Los lados iguales de un triangulo isésceles tienen 2m. de longitud. Expresar el
area del triangulo en funcion de la longitud de la base.

d) Un rectangulo esta inscripto en una semicircunferencia de 1 m de lado, con una
de sus bases sobre el diametro. Expresar el area del rectangulo en funcién de su
base.

Expresar cada afirmacion con una formula:
a) P esdirectamente proporcional at. Ademassi P=4 entoncest=10.
b) La distancia “d” recorrida por un movil que viaja a velocidad constante es
directamente proporcional al tiempo transcurrido “t” y a las 2 hs. habia
recorrido 250 km.

10.- La presion del agua bajo la superficie del mar es directamente proporcional a la

profundidad. Llamamos “x" a la profundidad medida en metrosy 'p” ala

presion medida en atmdsferas.

a) Sabiendo que a 97 ms. de profundidad la presion es de 10.21 atmdsferas,
expresar p en funcion de x.

b) Hallar la presibna 50 m.; 100 m.; 200 m.

¢) Un cuerpo sumergido soporta una presion de 8,4 atmosfera: ¢a qué
profundidad esta ?
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11.- Silatemperatura de un gas encerrado en un recipiente permanece constante , la
presion P del mismo es inversamente proporcional al volumen V . Se sabe que la
presion de un gas en un globo esférico de 9 cm. de radio es 10 Is./cm?:

(Vol. Esfera=4/3 1)

a) Hallar la expresion que permite calcular P en funcion de V.

b) Hallar la expresion que permite calcular P en funcion de r.

c) Siel radio del globo aumenta 12 cm, hallar P con la formula que mas
convenga.

12.- a) La variable "x” es inversamente proporcional a "y"; “y” es directamente
proporcional a “z", laque asu vez es directamente proporcional a u” .
¢, Que relacion existe entre "X" y “u” 2.

b) Durante una electrodlisis, la cantidad de sustancia que se desprende en el
electrodo es directamente proporcional a la conductividad del electrolito, esta
ultima a su vez es proporcional a la concentracion del electrolito. Dada
cierta cantidad de sustancia , la concentracién es inversamente proporcional
al volumen del solvente. ;Qué dependencia existe entre la cantidad de
sustancia desprendida en el electrodo y el volumen de solvente?.

13.- Sea f lafuncién definida como sigue:
"f(x) = edad en afios de una persona cuya edad en meses es X "
Indicar Dn, Im f y gréfico f.

14.- La TABLA adjunta corresponde al registro de la temperatura (T) de un cuerpo
de metal segun el tiempo (t) transcurrido desde el inicio de una experiencia.

t(min) |1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

T(°C) [60 70 80 60 50 40 35 40 50 60 70 80 70 70 70

» LaTABLA : ;define T=f(t)?. Si asi fuera, indicar: Dy, Chs € Imf.
» Responder las preguntas que se indican a continuacion:
- ¢cual habria sido la temperatura maxima alcanzada por el cuerpo ?;
- ¢ en que tiempo(s) la habria alcanzado .
- ¢ cual la temperatura minima ? ; ¢cuando la habria alcanzado ?.
- ¢ enqué intervalo de tiempo la temperatura parece estar "disminuyendo™?”.
¢ Y permanecer constante?
- ¢ por que las preguntas estan hechas en potencial ?

15.- El siguiente diagrama de maquina corresponde a la funcién f. Expresar la ley
de la misma a través de una férmula. Indicar luego, dominio natural de f

a) Calcular: f(2); f(\/z); f («/3-5); f (log 1); f (log 10%); f (v —16); f (30°);
f (n/6); f(cos 2).
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b) Indicar el ouput correspondiente a los siguientes input:

g)=vx ; rx)=x-5 sx)= x-5/2

h(x)=logx; k(x)=cosx; p(x)=log x>

(*) Comparar los ouput de la maquinaen el item (a) y en el item (b) y sefialar cual
es la diferencia esencial entre un caso y otro.

16.- El siguiente diagrama de maquina corresponde a la funcion "Q", la cual
“separa racionales de irracionales’.

@: i\ o &

a) Analizar si "Q" procesa los siguientes valores; o sea, si l0s acepta como input.
En caso que los acepte indicar cual es el output correspondiente.

1/2;1/3 ; nm; mn-3;mw/2; 90°; sen30°; sen60° tg45° tg0°; cos 180
sen90% e ; e-2, e/2 ; In1; Ine; Ine?; In\/g; log 0.1; log+ 10

b) Indicar laley de "Q" através de una (6 mas) formulas.

17.- EIl siguiente diagrama de maquina corresponde a la funcién seccionalmente
definida f.

G:

a) Calcular f(2); f(¥2); f(\/2 +3); f(m/2); f(10°®); f(-2); f(n-5); f(n +2); f ()
b) Indicar dominio natural de f.
c) Indicar l aley de f através de una (6 maés) formulas.

18.- Dada f(x)= x* se pide encontrar y simplificar :
(@ £(2); (b)f(2+h); (c) f(2+h)-f(2); (d) [f(2+h)-f(2)]/h
(e) Laexpresion en (d) define una funcion a la que llamamos CI (cociente

incremental) y cuya la variable independiente es "h”. Indicar Dn y ley de CI.
(F) ¢Qué puede decir de los valores de Cl(h) para "h" infinitamente pequefios? .
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19.- Analizar cual de las siguientes ecuaciones determina una funcién "f" con
formula "y = f(x) ".

(@) 2x+5y=14 (e)xy=1 " -
(b) 4x?-2y=8 A xly=1 ) xLy+xy =1
©) 4x -y’ =0 (@) x2y?=1 ) y=3

Y Xl 0 1yl=2
(d) x*+y?=25 (h) x.(y+1)=y y1=

) x-2=0
20.- DEFINICION: f sedice POSITIVA (fp) siysolosi f(x)>0; V x e Df

a) dar una definicion equivalente de fp. en términos del grafico de f.
b) definir funcion NEGATIVA (fn); NO POSITIVA (fnp) y NO NEGATIVA (fnn).
[diremos que una funcién tiene "SIGNO DEFINIDO" en su dominio si es POSITIVA en
él (6 NEGATIVA, 6 NO POSITIVA, 6 NO NEGATIVA) ].
En cada caso interpretar en términos del grafico de la funcion
c) analizar si las siguientes funciones tienen "SIGNO DEFINIDO™" en su dominio. Si
lo tienen proceder a clasificarlas.

f1(x)= x? f, (X)= x%+1 f3(x)= x> f200)=| x| ;
f5(x)= -| X | fo(x)= ' x f2(x)= - Vx fa(x)= VX +1;
g1(X)=sen x g2(X)=senx - 1;  gs3(x)= | senx | g4(X)= senx +2

21.- Dadas las siguientes graficas indicar cual de ellas define una funcion "f" con
formula “y = f(x)”. Si define funcion indicar dominio natural e imagen.

Ay Ay
6 6
5 5 /'

\\
4 4
N

3 \ 3 Pl
2 X 2 / X
1 1 /'

o [1 [2 [3 [4 |5 [x o [1 |2 |3 |4 [5 |6 |x
a b

AY Ay
6 6
5 /. 5
4 4
3 /' 3
2 /' 2
1 é 1

o [1 [2 [3 [4 [5 [x o |1 [2 [3 [4 |5 X
C d
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22.- Paracada grafico del ejercicio anterior que haya definido funcion, analizar:

a) Si f tiene signo definido en su dominio.

b) Si f es mondtona en su dominio. Si lo es indicar el tipo de monotonia.

c) Si f es mondtona en algun subintervalo de su dominio.

d) Si f alcanzaun valor ‘maximo” . Si lo alcanza, en que punto(s) lo hace.
e) Si f alcanza un valor “'minimo” . Si lo alcanza, en que punto(s) lo hace.

23.- Lagrafica que sigue corresponde a una funcién polindmica:

: /
B

-

&

o

=

E B

>
—=2 — i = =

—d

—2

—3

En relacion a la misma, se pide:

i) indicar dominio e imagen . ¢ Alcanza la funcién un valor maximo?; ;un minimo?.

ii) leer del gréfico las iméagenes correspondientes a las siguientes abscisas: -1;0; 1;3

iii)leer del grafico cuantos ceros 0 raices presenta este polinomio.

iv) Indicar, leyendo del gréfico, un intervalo donde el polinomio esté creciendo.

v) Indicar, leyendo del grafico, un intervalo donde f(x) > 8.

vi) Indicar, leyendo del grafico, un intervalo donde f(x) <O .

vii) Indicar, leyendo del grafico, un intervalo donde 0< f(x) <8.

viii) Si x toma solo valores en el [-2; 1], ¢alcanza un valor maximo?, ;minimo?,
icuales?

ix)de los polinomios que se proponen a continuacion descartar los que “con seguridad”
no corresponden a la grafica dada. En cada caso, justificar la eleccion.

pi(x) = x2—2x +1 ps(x) = xX*~x? -5x +5
p2(x) = x*~5x% - x +5 pa(x) = -x> -4 x* +5
j) Discutir acerca de la posibilidad de que ps sea el polinomio graficado. Para

ello, calcular las raices de ps, factorizar p; y usando la factorizacion, determinar
los intervalos donde el polinomio es positivo 6 negativo. Concluir.

_ Sugerencia: para establecer el signo de P3(x) en cada uno de los subintervalos determinados por
los ceros del polinomio podemos acudir al uso de valores de prueba.
Para ello, tomamos x* en uno de los subintervalos, reemplazamos x por Xx* en la expresion
factorizada del polinomio, p(x*)=(x*-x1) (X*-Xz) (X*-x3) y decidimos el signo de P3(x*) a
partir del signo de cada factor (x*-x;). (calculado o estimado usando desigualdades).
En el “subintervalo” el signo del polinomioes el signo de P3(x*).
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24.- Las funciones f y g son respectivamente, ) . 7

la recta y la parabola del grafico adjunto.

a) Leer del gréfico los puntos de \ " //

interseccion entre recta'y parabola. \ N //

\ 1
b) Si lafuncién h se define como: \ /
h=f_g A\ Vi

- indicar todos los ceros de h.

- indicar gréfica y analiticamente el \:
conjunto H si H={xeR / h(xX)>0}. l\

25.- Para las funciones cuyos graficos se proponen a continuacion, se pide:

a) determinar Yy clasificar los intervalos de monotonia.
b) Analizar si la funcion es par o impar en su dominio.

a AY b AY c \Y
\ / [
\ / | /
/ \ /
\ /L ~C /
NV/EEE SNEE [T
Y N
d y e Ay f N
A \
\ \
\ \\
/""\\ N
/ N\ > — -
[ \ X \\\ X \ X
. I N A\
\ \
\- |

26.- Determinarsi f es par, impar 6 ninguna de las dos cosas para:

a) f(x)=x°-4 g) f(x)=3x*+2x°
b) f(x)=x " h) f(x) = x*+ x
c) f(x)=3x i) f(x)= x3+ x+1
d) f(x)=3x+4 ) fx)=2+|x|
e) f(x)=cosx k) f(x)= |2 +x|

f) f(x) =senx ) f(x)= x73
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27.- Clasificar cada una de las siguiente funciones en FP (funcion polindmica); FR
(funcién racional); FA (funcidn algebraica); FT (funcion trascendente).

E) ;(X) = g X3+52 ) . 5 g) f(X) =3 X4 +2 X2 _\/—2
= + _
C)) fg;= Zz:(osxi(senxx h) f(x) = 3x* + 2x% -/x
d f(x)= x + x* ) f(x) = (x-2) (x-3) (x+1)
2 j) f(x) =log (4x -5) .
e) f(x)= 2x7 43X k) f(x)=(x-2) (x-3) (x+1)

x3 4
28.- Siendo f la funcion del grafico adjunto se pide :
a) Dar dominio e imagen de f

b) Para las funciones que se indican a continuacién dar dominio, imagen y
grafico usando la TABLA de transformaciones de la pag. 48.

q(x) = f(x +3)

r(x) = f(x+2)-2
S(X): |f(X+2)_2| 0 1 1213 |4
dx)= 2.f(x)
m(x) = %.f(x)

g(x) = - f(x) it

h(x) = f(x) + 2

jx) = f(x)-3 4 )

p(x) = f(x -1) j /
1

Xy

c) Escribir las ecuaciones para las graficas que se obtienen a partir de la grafica de
f si sobre ella se realizan las siguientes transformaciones :
Se desplaza 4 u. hacia abajo.
Se desplaza 5 u. a la derecha.
Se refleja respecto del eje x y luego se desplaza 2 u. hacia arriba.
Se refleja respecto del eje y.
Se alarga verticalmente un factor 3.
Se alarga horizontamente un factor 3.

29.- Para las funciones que indicamos a continuacion, se pide:

a) determinar si las mismas admiten inversa (en todos los casos considerar
codominiode f = Imf). ( Sugerencia : usar la prueba de la recta horizontal )

b) Indicar V 6 F, justificando la respuesta:

1) si fesestrictamente creciente en D entonces f es inyectiva en D.

i) si fesinyectivaen D entonces f es estrictamente mono6tona en D.

Iii) Sea g inversade f luego, si f(1) =4 entonces g(4)=1 .

IV) Si f(1)=4 y g(4)=1 entonces ges lainversade f.

V) Si g inversade f entonces g(f(x)) =x ™.

Vi) Si g inversade f entonces (1,4) e graff siysolosi (4,1) e graf g.
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c) en el caso que exista g inversade f determinar, leyendo del grafico, dominio
y codominio de g. Indicar luego en cada caso y leyendo del grafico, g(2) .

a 4Y b y c AY
. / "
\ / / |
\ | \
\\ \| [/
3 [2 \ o/t R B W& T | 0 /L 2 B |x
“y ‘y ,;y
d e f
A
- 7
0 x: 0 X 0 X

d) Por definicién de funcién inversa si g es lainversa de f entonces,
(a,b)e graf f & (b,a)e grafg.
Verificar que (a,b) y (b,a) son simétricos respecto de la recta y=x. (d(P,Q) =d(Q,R))

@® Conclusion: graf. g es simétrico del graf. f
respecto de la recta y = x.

: Para los graficos dados se pide graficar,
a b X en caso que exista, g inversa de f

30.- 1) Indicar la ley de las siguientes composiciones si el subindice que acompaiia a
la funcién indica lo que se suma(S), resta(R), multiplica(M) 6 divide (D) a “x”
(ej: Ss8(x) = x+8):
a) MaoS2 C) Re6oSy e) R50Ss g) D3o M3
b) S20 M4 d) Mso [ReoS2] f) SsoRs h) Mzo D3

(1) Indicar la funcion g que en cada caso haga cierta la igualdad que se indica
discutiendo previamente quien debe ser g. Verificar la afirmacion .

a)goDs=1d C)go[Ss0M2]=1id €)go[Ss50S2] =id
b)goR8=id d)go[DZO 88]=id f) go[RSO[MZ 034]] =id



110

(1)  Dadas las siguientes funciones expresarlas como composicion de funciones
algebraicas elementales (S;R; M6 D)

a) p(x)= 3x+5 b) qx)= 4x+7 c) r(x)= 9/5 (x/12 +4)
5

31.- Usar las graficas de fy g paraevaluar cada expresion o bien, explicar por qué
no esta definida.

h) gog(-2) Y d
Dete 0 el ;
c) gof(3) 1) 909 (0) ! )
d) fog (0) k) 909 (1) 3 /
e) fog(l) ) 909(2) A
f) fog(-2) m) gog(3) L
] ") gog (4)
g) fog(4) 0) gog (5) 0 |1 |23 |4 | x

® Usar estas estimaciones para trazar una grafica aproximada de ¢ o ¢

32.- Indicar el dominio natural de las siguientes funciones:

a) f(x)= -1 e) f(x) = (x-1)/ (3x-3) m) f(x) = tgx + 1/x
X— f) f(x) = cos x n) f(x) = (x+2) /(x> —4)
b)) I§x§ = X;Ex2+2£)1) E; ::Ex; =1/ cos X 0) f(x) = Vx=2 . Vx
c X) = X/ (X"~ X) = tg X B
d) )= x/(+1)  i)f(x)= cosx +1/x P) () =V (x=2).x

e) f(x)= v x=2 J) f(x) = sen (cos x) q) f(x) =V 9-x?2

33.- Hallar, si existe, f(0); f(2); f(v/2); f(a) ; f (a+2); f (a+2) —f(a); f (1/a); 1/f(a) para:
a) fx)= x*-1  b) f(x)= x.(x+2)  ¢) f(x)= x/(x-2) d)f(x) = (x*2)*

34.- Identificar y graficar las funciones cuyas graficas sean rectas, semirrectas,
segmentos 6 consecucion de ellos. En cada caso indicar dominio e imagen.

a) f(x)= 2x+4 h) fx) = (b2 x2  m)fx) = 2X=8

b) f(x)= 2x +4 | 2, 2

Q) f(9=-x-2 ) )= X 100 - {x+z xel40]
d) f(x) = (x+1 . _ -

e>)fEx§=z(x+4;) pe-rt DI =Ix|-2 2ooxetol

k) f(x)=]x-2

f) f(x) = 2x+4; D¢=[-2,1] |)) fEX; :|| X-2|| + X fi ) [X] = mayor entero que es
_2X+4 menor 6 igual que "X".

9) f(x) = (funcién PARTE ENTERA)

X

35.- Para cada una de las funciones que siguen se pide:
a) Graficar. Indicar Im f.
b) Determinar vy clasificar intervalos de monotonia. (graficamente)
c) Estudiar la existencia de simetrias (graficamente). Si existe, clasificar la funcion.
d) Estudiar la existencia de inversa. Si existe dar dominio , codominio y ley de la
misma. Graficar y analizar si conserva las propiedades de la funcion de partida.
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h o 1(x)=2x viii)
i) f(x)=2x ; Dr=[-272] x+2 ,x e (04]
i) fx)=-2x f(x) = 1 ,x=0
iv) f(x)= -2x+4 X, Xel[-4,0)
V) f(x)= -2x+4; Df=R" _
X| %) 2 (0,4]
i = _ Xt+Z2 ,X € )
viy 109 =7 fxX)=< 0 .x=0
vii) X-2, x e [-4,0)
Xx+2 ,xe[0,4]
f(x) = ) x+2 xe (04]
X+2, xe[-4,0) f(x): 0 ,x=0
2, xel[4,0)
36.- i) Para los puntos que se dan a continuacion se pide: graficar en un mismo

iii)

sistema coordenado la recta que determinan y obtener (si existe) la pendiente de
tales rectas . Hallar luego (si existe), la ley de la funcion correspondiente.
Analizar si estas rectas presentan alguna particularidad y cdémo se obtiene esta
informacion si sélo se cuenta con la ley de la funcidn. Escribir una proposicién
con la conclusion obtenida.

a) PO, ;

Q(25)
b) P(0,-1); 3)

Q (2

Idem que el item (i) pero para los siguientes puntos:

c) P(0,2); Q(1,3)
e) P(0,2); Q@B 2)
f) P(0,2); Q(04)
9) P(0,2); Q@40)
Idem que el item (i) pero para los siguientes puntos:
h) P(-2-4); Q(2,4)
i) P(0,2) ; Q(4,0)

k) P(0,-3) ; Q(-6,0)

Acorde a las conclusiones obtenidas en los items anteriores si
rn) y=4x-5 'y r,) y=-0.5x+4 ; se pide:

a) Dar dos rectas paralelas r; .

b) Dar dos rectas perpendiculares a r;.

c) Analizarsi ry y r, son paralelas 6 perpendiculares. Sino son paralelas
hallar ry N 1».

d) Analizar si las siguientes rectas intersecan a ry . Silo hacen, hallar dicha
interseccion.

(r3) y=2x-3 (r6) y=4x-2
(rd) y=-...X (r7) 2Xx—-%y—-25 =0
(r5) y=- X-5 (r8) X+2y+1=0
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37.-

a)
b)
c)

d)
e)
f)
9)

h)
i)
)
k)

38.-

Dar la ley de la funcion lineal f que verifica:

Su gréfica cortaal ejex en, x*=3; al ejey en, y*=6.

Su gréfica es el eje x.

Su gréfica asciende dos unidades por cada unidad de desplazamiento hacia la
derecha y pasa por el origen.

Su gréfica asciende dos unidades por cada unidad de desplazamiento hacia la
derecha y pasa por el punto (0,5).

Su gréfica asciende 6 unidades por cada 2 unidades de desplazamiento hacia
la derecha y pasa por el punto (0,5).

Su gréfica desciende dos unidades por cada unidad de desplazamiento hacia
la derecha y pasa por el punto (0,5).

Su gréfica asciende una unidad por cada cuatro unidades de desplazamiento
hacia la derecha y pasa por el punto (0,5).

Sus imégenes “crecen” a razén de 3 u. por cada cambio unitario en X.

f(5) = 3 y su grafica es paralela al eje x.

f(0) =3 y su gréfica es paralela a la de y=4x -2.

Cortaalarecta y =4x-2 enel punto de abscisa x =2 y es paralela a y=>5.

El aire seco al moverse hacia arriba se enfria a razon de aproximadamente 1°C

por cada 100 m. Esto se da hasta unas 12 km. del suelo.

a)

b)
c)

d)
e)

39.-

Si la temperatura al ras del suelo es de 20°C, escribir una férmula para la

temperatura en funcion de la altura al suelo. Indicar la funcion correspondiente
segun los datos empiricos.

¢Qué rango de temperaturas barre un avion desde que despega hasta estar a una

altura de 5 km.?

¢cudl es la temperatura que se tiene en el punto limite de validez de la férmula?.
Hallar la funcion inversa. ;Qué nos informa esta funcion? , ;la pendiente?

Si los sensores de un avion registran una temperatura de 10°C: ¢ a qué altura
esta el avion?,

Hallar la funcion lineal que permite obtener la temperatura de un cuerpo en

grados Fahrenheit (F) conocida la temperatura del mismo en grados Celsius (C),
si se sabe que el agua se congelaa 0°C (6 32 °F) y hierve a100°C (6 212 °F).

a)
b)

c)
d)
€)

f)

Calcular a cuantos grados Fahrenheit equivalen 5 °C .

¢ Qué variacién en grados Fahrenheit corresponde a una variacion de 5°C?
Graficar la funcion ; indicar cual es la pendiente y qué representa.

¢, Qué intervalo sobre la escala Fahrenheit corresponde al rango de
temperaturas 20< C<30 ?

Hallar y graficar la funcién inversa. ¢Qué expresa esta funcion? , ;la
pendiente?.

La Sra. Amalita Gonzalez del Cerro compré un juego de ollas importadas. En
el prospecto indica que las mismas no pueden someterse a temperaturas
superiores a los 194 °F. La Sra tiene un grave dilema, no sabe si en estas ollas
tan lindas puede hervir agua: ¢la ayudamos?.
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Presion, volumen y temperatura son tres pardmetros que definen el estado de
una masa gaseosa. Para hallar la relacion que los vincula (ecuacion de estado) se
comienza por los casos méas simples, por ejemplo, dejando fijo uno de los
parametros. Asi si se trabaja en un recipiente deformable se puede mantener la
presion constante y estudiar la relacion entre volumen y temperatura. Con este
objetivo se procede a variar la temperatura y medir el volumen resultante en cada
caso. Los datos obtenidos se presentan en la siguiente tabla.

t (°C) 0 50 100 150 200 250 300
V (cm®) |20 23.65 27.30 30.98 34.60 38.25 42.00
a) ¢son t y V directamente proporcionales?, ¢ tienen una relacion lineal?. Si es asi

b)

hallar la ley de la funcidén que expresa la relaciéon “ t-V .
Si la temperatura a la cual, y segun la ley obtenida, se tendria “cero” volumen se
la llama “cero absoluto”: ¢ a cuantos °C equivale el “cero absoluto™?.

c) Si el recipiente usado para la experiencia puede, como maximo, contener 100 cm?® :
;cual es el dominio natural de esta funcion? .
d) Calcular el volumen para: t; =-30°C ; t, =180°C ; t3 =500°C ;t,;=1500°C .
e) Interpretar fisicamente el significado de los coeficientes de la funcion que
relaciona V y t.
f) Hallar la funcion inversa e indicar que nos informa esta funcion.
41.- Unacompafiia reembolsa a sus representantes
$ 50 diarios por traslado y comida, mas $5 x (kms) Cx) ($)
por Kkildmetro recorrido . Si C representa el 0< x <1 50
coste diario para la compafiia en términos de
- . L . 1< x <2 55
X", cantidad de kilébmetros recorridos,
< e 2<x <3
completar la siguiente tabla y luego escribir
una relacion que exprese “C” en funcion de 3<x<4
‘X", Finalmente, graficar 'C~ 4< x <5
5< X <6
42.- Un empleado dispone de dos opciones a puestos en una gran compaiiia (opcion
Ay opcién B). En ambos puestos el salario por hora ("w’) depende de un monto
fijo méas un plus por unidades producidas por hora. La relacion que expresa el
salario por hora ("'w") en términos de "x’, cantidad de unidades producidas por
hora es, en cada caso : wa(x) =12,50+0.75x y wg(x) =9,20 + 1.30 x
a) ¢Qué expresa la pendiente en ambos casos?. Este sélo dato: ¢le permite
concluir al empleado que puesto es el que mas le conviene ? .
b)  ¢Qué cantidad de unidades deberia el empleado producir por hora para que le
fuera indistinto tomar el puesto A queel B ?.
c) ¢ En que rango debe encontrarse su rendimiento (cantidad de unidades por
hora) para que le convenga tomar el puesto A?.
43.- El movimiento de un objeto que se desplaza en linea recta se puede expresar a

través de una ecuacion x =f (t), donde “x " representa el desplazamiento (distancia
dirigida 6 medida con signo) del objeto en cada instante "t” respecto de un punto fijo
que se toma como punto de referencia (origen). La funcién f que describe el
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movimiento se conoce como funcién de posicién del objeto.

a) Un movil my que originariamente se encuentra en reposo comienza a desplazarse
hacia arriba y a razon de 10 cm. cada dos segundos. Dar f;, funcion de posicion de
m; con respecto a su punto de partida e indicar que representa “fisicamente” la
pendiente. Graficar en un sistema " t-x".

b) Un movil m, que inicialmente se halla a 9 cm. por arriba de m;, comienza a
moverse en el mismo instante que éste y de igual manera. Dar f,, funcion de
posicion de mj; con respecto al punto de partida de m;, Graficar en el mismo sistema
t-x" en que se grafico f;. A los 8 seg., ¢ a qué distancia estd m, de mj?
Justificar fisica y geométricamente la respuesta.

c) Un movil ms que inicialmente se halla 3 cm. por debajo de m;, comienza a
moverse en el mismo instante que éste, también hacia arriba pero a razon de 6 cm por
seg. Dar f3, funcion de posicion de mjs con respecto al punto de partida de m;.
Graficar en el mismo sistema “t-x" en que se grafico f;. ¢Alcanza mz a m;?, ¢en
qué instante?, ¢ a que distancia del punto de partida de m;?, ¢cuantos cms. recorrio
cada uno de los moviles hasta el momento del encuentro? . A los 8 seg., ¢ a qué
distanciaestda m3 dem;?.

d) Los siguientes graficos representan la funcion de posicion (x) de un movil con
respecto al origen de coordenadas. En cada caso se pide expresar la funcion en forma

verbal y a través de una ecuacion .
X
A

v

v

v

v

44.- Dada f(x) = 2x +3 con dominioenel (0; 1].
a) extender f de modo que la nueva funcion asi definida, que llamamos “p”, Sea par.

Luego graficar las siguientes funciones en un mismo sistema coordenado y
teniendo en cuenta la tabla de transformacion de funciones (parg. 35).

F1i(x) =p(x)- 4, Fa(x) =p(x-4); F3(x)=-p(x); Fa(X)=-p(X)+3; Fs5(x)=]p(x) -4

b) extender f de modo que la nueva funcioén asi definida (“i”) sea impar. Luego
graficar las siguientes funciones en un mismo sistema coordenado y teniendo en
cuenta la tabla de transformacion de funciones (pag. 48).

Ga(x) =1 (X) +1; Ga(X) = [Ga(X); Ga(X) =-1(X); Ga(x)=-]i (X)l; Gs(x)=1 (X) —p(x).
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y=Ix| 5 y=Ix[-2; y=1[x-2|;
y= x| + [x-2] ;

46.-

a)
b)

47 .-

siguientes

115

Graficar las siguientes funciones y analizar sus propiedades. (usar transformaciones)

y=[x+2|-1; y=-[x|; y=-[X[+3; y=|x[+X ;

y= [X| + [-2x+2] 1, y= X[+ [x-3+| 3x +3] ; y = [X] - X + [ 2x - 4]

Graficar en un mismo sistema coordenado y con dominio en [-1.5, 1.5] las
funciones; analizar en cada caso las propiedades que presentan
(monotonia, inyectividad, simetrias, signo definido).

f(x)=x" con n=2,4,6

f(x)=x" con n=1,3,5

Para cada una de las siguientes funciones se pide:
i) Dominio, grafico e imagen.
ii ) Determinar propiedades: ceros, intervalos de monotonia, simetrias, signo.

iii) Hallar Rp={x e D¢/ f(x) >0}
iv) Hallar Rn={x e D¢/ f(x) <0}
m) f(x) = (x+2) (4-x)

a) f(x) = x> —6x +5 g) f(x)= x*-9 ) x2-2X , X >0
b) f(x) = x* +2x +1 hy f(x)= x*+9 f(x):{
c) f(x)= x%3x i) fx)= -x*+9 x%-2x, X <0
d) f(x)= -x* -2 i) f(x)= 3x-x° w2 x<o?
e) f(x) = -2 x? +x +1 K fx)= (C-9)/(x-3) ° f(x) = ’ 2 . Xx=_- 2
f) f{0)=-x*+3x-4 1) f(x)= (x+2).(x-3) X°-4, xe(2,0]

48.- Idem ejercicio (45) para las siguientes funciones.
a) ()= [x°~6x+5]  g) f(x)=|x"-9| n) f(x) = | x+2]. (- X)
b) f(x)= [x*-1[+1  h) fx)=-|x*-9] 0) f(x)=x2-|2 x| +1
) f0= (DIx| ) )= [-x+9[+1
d 1) =|-x"-2| i) )= x| +x° X, x-1] , x>0
e) f(x)=|x-3x+4| k) f(x)= (xX*-9)/|x-3| f(x)=
f) fX)=|-xX*+3x—-4| m)f(x) = (x +2).]x-3] X .[x], x <0
49.- Para los polinomios que se indican a continuacion se pide determinar los ceros

yel conjunto D' ={x e Ds/ f(x)>0}.

(Se aconseja usar el método de los “valores de prueba’ - pag. 106)

a) f(x)= 3 (x-5) (x+7) e) f(x)= x;‘ +x° 2—12x2
b) f(x)= x*-13 x +12 f) f(x) =X 4x° +5x -2
c) f(x) = -2 (x-1).(x+3) g) f(x)=x +x"+6

d f(x)= x*+x*-12x h) f(x) = x* + 9x

50.- Cada una de las leyes que siguen corresponde a una familia de funciones.

En cada sistema a continuacion se grafican 3 funciones de cada una de las familias.
a) Se pide analizar nimero y tipo de raices de cada funcion y comportamiento de
la misma para x muy grandes (+ 0 -), segun el grado del polinomio. Establecer
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luego a que familia y a que valor del parametro corresponde cada grafico.

) f(x)= x> +kx; k=-4,0,4 i) f(x)= x*+kx?:k=-4,0 4

oW & M

L
4
. =&
.
/ ) / )
1
o

A
_ N

] 1 I I r
4 —
—2 i

. ) / \
/ —3 E— —

K — - — )

b) Formular una conjetura o hipétesis relativa a la interseccion de la grafica con
c) Formular una conjetura relativa a la multiplicidad de las raices y el signo
de la funcion en un entorno de las mismas, segun esta sea par o impar

51.- Las graficas que se proponen a continuacion corresponden a polinomios. Para
cada una de ellas se pide: analizar si el grado del polinomio es par o impar, cual
es el menor grado posible y proponer una factorizacion del mismo. Verificar .

L

>I‘.\J.AU‘IU\-\JOQ~0
0

w

X

L
52.- Graficar en un mismo sistema coordenado las siguientes funciones: d
a) f(x)=x"" con n=2,4,6
b) f(x)=x" con n=1,3,5

53.- Graficar las funciones y analizar sus propiedades. (usar transformaciones)
y1=\/;+2; y2:-\/;; y3=\/m;
y4=\/;-2; y5=|\/;-2|; Yo = +/ |X|

54.- Considerando en todos los casos Codominio f = Im f hallar, si existe, la
funcidn inversa de cada una de las funciones gque se indican a continuacion. Si no
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existe restringir convenientemente el dominio y hallar la funcion inversa de la
funcion restringida “f ”. Graficar ambas.

a)
b)

c)
d)

e)
f)
9)

fx)= x% -4
f(x)= x>+ 4
f(x)= x*-8
fx)= (x-1)°

f(x)= (x-1)%2+2
f(x) = v x+4
f(x) =v/x +4

h) f(x)= - (x-8)"°
i) f(x)= -+/x +2

Dy
k) y

1—x2

V1-x2 +2

)y = 1~(x-3)?

(*) Verificar en cada caso que fof * = id

55.- Dada f(x) = V1+k.x? estudiar propiedades de esta funcién (dominio,
imagen, simetrias, signo, existencia de inversa (considerando restricciones si fuera
necesario) ) para k>0; k=0 y k<O0.

m)f(x>=|‘71|- 2

_ X
n f(x)= —
X
|x|-1
0) f(x) =
X< -1
-2
p) f0) =1 = |+2
x| x-3
q) f(x) = 7E

56.- Paracada unade las funciones a continuacién se pide:
i) Dominio, asintotas (si existen) grafico e imagen.
ii ) Determinar propiedades: ceros, intervalos de monotonia, simetrias, signo.
iii ) Hallar Rp ={x €D/ f(x)>0} y Ri={x €Ds/f(x) < 1} (grafica y analiticamente)
iv) Hallar, si existe, la funcion inversa.
-1 2x+1
_ 2 f(x)= — +
a)  f(x)= = 9) f(x) X2 <
X+4 X =X.(x=2)
b) f(x)= — h) f(x) =
) f09="" ) 0= —— =
. x-1 x-1
¢) fox)= Xt i) fo)= 2=
6+3X X+1 2 _4
4x+2 2
d) f(x) = i = —
) T0= 2 D 0=1 -1
- -1
&) f(x)= L 42 ) 109 =] = +2
g 4
_ 4 DN f(x) = i
f) f(x)—E-Z ) f(x) IX_2|

57.- a) Dada f(x)= 103.[

b)

48-4 x
X+6

Sao00={X € R/ f(x) > 4000 }.

]; se pide graficar f y hallar

Al investigar el poder bactericida de un compuesto se observa que si “P”
representa el nimero de bacterias presentes en la muestra “t” horas después
de agregado el bactericida, entonces P = 10°%[ 48-4t/ (t+6)]. Se pide :

i) Namero de bacterias al momento de agregar el bactericida (P,).
ii ) Intervalo de tiempo en que P > P,/2. Tiempo en que P =P,/2 . Este
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58.-

59.-

tiempo se llama “t medio” y se indicaty, (¢porqué?).

iii ) ;Diria Ud. que para “t = 2. ty,” se eliminan todas las bacterias?.
Si asi fuera, ¢qué tipo de relacion habria entre AP=P,-P y t ?.

iv ) Calcule el tiempo efectivamente requerido para eliminar todas las
bacterias. ¢ Son AP=P,-P y t, directamente proporcionales ? .

v ) En el prospecto dice que el compuesto conserva constante su poder
bactericida por espacio de 12 hs. ¢(Es esto cierto?,;porqué?.
Relacionar los items anteriores.

vi ) Dar la funcién P que define la ecuacion del bactericida. Su gréfica.

c) Para otro bactericida se halla que p = 10%. [ 24-4t/ (t+6)] + 4000. Se pide:

i) Numero de bacterias al momento de agregar el bactericida (po).

ii ) Intervalo de tiempo en que p > po/2. Tiempo en que p = po/2

iii ) Tiempo requerido para que quede una unica bacteria.

Iv) Tiempo requerido para eliminar todas las bacterias si el compuesto
conservara su poder bactericida indefinidamente.

v) En el prospecto dice que el compuesto conserva un poder
bactericida efectivo por espacio de 4 dias. ¢Cuantas bacterias
alcanza a eliminar el bactericida?.

vi ) Dar la funcion p que corresponde al bactericida. Su gréafica.

vii)  ¢Cuél de los dos bactericidas usaria? .

Dadas las funciones f(x)=2"; e(x)=e”* ; h(x)=3", se pide:
a) Establecer cudl es la relacion de orden entre “f*,"e¢" y "h” paralosx’s / x>0.
b) Establecer cudl es la relacion de orden entre “f*,’¢" y "h” paralosx’s / x<0.
c) Graficar 'f",’e¢” y "h” en un mismo sistema coordenado.
d) Graficar en un mismo sistema coordenado y=f(x);y=-f(x); y=f(-x) e
y = /().
e) Graficar y = f (kx) en un mismo sistema coordenado para k>0 ; k=0 y k<0.
f) Dar grafico e imagen de:

: — o X vi) y= e

:i)) §= §(x+12) vii) y=2/3

i) y=2¢e” vili) y=53 (1+e’
iv) =-2e"-1 Ix) y= (e_x)_S

v) y=e®.e? x) y=(e)

Con base a la grafica de y=e * escribir la ecuacion de la grafica que se obtiene de:
a) Desplazarla dos unidades hacia abajo.

b) Desplazarla dos unidades hacia la izquierda

c) Reflejarla respecto del eje x.

d) Reflejarla respecto del eje y.

e) Reflejarla respecto del eje X y, a continuacidn , respecto del eje y.

f)

Reflejarla respecto de larecta y = x.
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60.- Hallar la funcién exponencial de férmula y =k a* si se sabe que pasa por:

a) P(16) y QB24) ; b)P(0.3)y Q(23/4); ¢)P(0,-2) y Q(,-6)

61.- i) Dar dominio, grafico e imagen de:
In5
a) y=logx+10 9) y:exnms
b) y=log (x + 10) h) y=e
c) y=|log (x +10) | i) y=e®""
d) y=|log (x + 10) | -1 j y=e "X
e) y= In e(Xx3) ky y=e 2"
—_ X
f y:e'”(x‘3) D y=In(2e")

i) Hallar (si existen) las funciones inversas de las funciones del item
anterior . En todos los casos considerar codominio = imagen.

iii) Si f(x)=e” graficar en un mismo sistema f ; f * y 1/f; concluir
luego acercade si f* y 1/f guardan alguna relacién entre si.

iv) Si f(x)=e”* y g(x)=Inx indicar quienes son fog y gof y si fog =gof.
V) Resolver las siguientes ecuaciones para la incognita "x” :

e*°=1: 2%5=3: 2% =e®; e®=2e™ asp);
log (x-2) =2; log x*=9; logx + log (x-3) = 1.

vi) Cuando se habla de “crecimiento exponencial” lo que se quiere expresar
es que el crecimiento es muy rapido. Para constatar esto halle el menor

entero 'x” para el que e *>10°

62.- Para pensar:
a) dadas f y g tales que f(x) ~g(X) Vx;
¢ qué se puede decir de f(x)/g(x) ?.¢ Y si g(x) es mucho mayor que f(x)?
b) la siguiente tabla presenta las razones entre Inx y \/;;
¢ qué informacién nos da esta tabla?

X 5 10 100 500 1.000 10.000 100.000

In x /\/; 0.72 0.73 0.46 0.28 0.22 0.09 0.04

63.-a) Se conoce que en una disolucion acuosa de cualquier especie quimica la
concentracion de hidronios [H3O+ ] y de oxidrilos [OH "] no son independientes
una de otra., sino que satisfacen la férmula basica: [HsO"].[OH ]1=10"; no
siendo necesariamente [H30+] =[OH 1.
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Esto permite distinguir tres tipos de soluciones :
NEUTRAS: [HsO0']1= [OH ]= oo,
ACIDAS: [Hs0"]> [OH ]; osea [HO 1> ..
BASICAS 6 ALCALINAS: [Hs0"]< [OH ]; osea [H3O0'1< v,

(*) Completar con un namero la linea de puntos, segun la férmula basica y trabajando
algebraicamente con ella.

b) Experimentalmente se ha podido establecer que el rango de variacion tanto

para [H30+] como para [OH ] esel intervalo [10** : 1]. Para poder citar y
trabajar estas cantidades exponenciales en forma mas simple y practica, Sorensen

2

definio la funcidon “p ” como “menos el logaritmo decimal de........ .
Asi: pH=-log [H;0'] y pOH=-log [OH 1.

(*) Indicar si los siguientes valores pueden ser concentraciones de H3;0" en una
solucién acuosa: 5.10™*; 0.5.10™; 3510 ; 7.10"° ; 0.3; 0.02.107.
En caso que lo sean hallar su pH.

(*) Hallar (jmateméticamente!) el rango de variacion pH y pOH vy determinar
para que rango de pH la solucion es &cida (basica) .

Demostrar que pH +pOH =14
(*) Calcular la concentracion de [H30+] en una solucion de pH = 8.5

(*) Hallar una expresién para calcular pH si [H30+] = a.10™.

64.- El ndmero de bacterias (y) en un cultivo en funcién del tiempo "t” esta dado
por: y=N,€ 0

a) Discutir si esta ecuacion define funcion y, si lo hace, discutir la siguiente
afirmaciéon Im f= [ Ny ; +o0 ). ( jconsiderar las restricciones propias del modelo!! )

b) Hallar cantidad de bacterias en el instante t=0.

c) Hallar cantidad de bacterias en el instante t= 2, si inicialmente hay 2000
bacterias.

d) Hallar instante "t” en que la cantidad de bacterias es el doble de la inicial.

e) Hallar instante 't” en que la cantidad de bacterias es la mitad de la inicial.

65.- MODELO EMPIRICO: si no se conoce la relacion que liga a dos magnitudes
involucradas en un fendémeno natural se puede, a partir de datos empiricos,
construir un modelo matematico del mismo; o sea, dar una funcién que dentro de
ciertos margenes de razonabilidad describa “'mateméticamente” la relacion entre las
variables intervinientes. Basicamente se trata entonces de dar la curva que mejor ~ se
ajuste” a los datos, en el sentido de que sea la que mejor “capture” la tendencia
basica de los puntos experimentales.

Con el objetivo de hallar una funcion que informe sobre la masa presente 'm” de
un isétopo de sodio, **Na, después de "t horas” y a partir de una cantidad inicial
dada, se realiza una experiencia en la que se va determinando y registrando la
cantidad de masa al cabo de ciertos intervalos de tiempo. Los resultados de tal
experiencia se presentan en la siguiente tabla:
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t(hs.) |0 15 30 45 60 n.15 |..¢t?
m(g) |5 ¥%» m(0) |[¥2m(15) |% m(30) |% m(45) Goeenn? | 0gm-?
m(g) |5 2.5 1.25
m(g) |5 % .5
a) Graficar los puntos. En el caso que Amy At fueran directamente proporcionales,

b)

¢qué tipo de curva ajustaria estos puntos ?; ¢qué tipo de modelo seria este?.;Son
directamente proporcionales?

Tomando como referencia los puntos datos (30; m(30)) y (60; m(60)) dar un
modelo lineal para la relacion masa-tiempo del isétopo de sodio estudiado.
¢Proporciona este modelo un “buen ajuste” de los datos experimentales?. Otro
modelo lineal, ¢ajustaria mejor ?, ¢ porqué ? .

Completar el altimo renglén de la tabla y concluir una ley no lineal para la funcion
buscada. Nota: para poder inducir la ley pedida, al completar la tabla debera dejar
la expresion tal cual va quedando, no realizar las operaciones que quedan en
cada caso. Verificar luego la ley obtenida calculando con ella alguno de los
valores de la tabla . Graficar la funcion y escribir en una oracién qué pasa con el
isotopo de sodio a medida que transcurre el tiempo; con qué particularidad pasa.

Calcular la masa alas 10 hs, 25hs; 50 hs. (en este caso Ud. est4 “interpolando” valores) .
Calcular lamasa alas 75 hs, 80 hs; 100 hs . (en este caso Ud. estd “extrapolando” valores)

(*) Interpolar : estimar un valor entre valores observados.
Extrapolar : predecir un valor fuera de la region de las observaciones.

(*) Observacién: este segundo modelo, “modelo exponencial’, ajusta los datos experimentales
mucho mejor que cualquier modelo lineal. Mas aun, es el modelo que mejor ajusta.
Experimentalmente se comprueba que el modelo mateméatico que mejor describe procesos de
descomposicidn de sustancias quimicas es el modelo exponencial.

66.-

67.-

. , . -0.038t
El radio se descompone segun la formula y =k, e 0038 donde ko esla

cantidad inicial e “y" es la cantidad que queda al cabo de "t" siglos.

a) Hallar el tiempo de “vida media” (ti2) del radio; o sea, el tiempo requerido
para que se descomponga la mitad de la cantidad presente.
b) Si ko=10 mg , indicar cuanto tiempo transcurrira para que queden: 5; 2,5 ;

1,25 y 0 (mg.)

c) Graficar la funcion e indicar sobre la grafica los puntos obtenidos en el
item (b).

d) Demostrar que la expresion general para “ti,” en una formula del tipo
y:a.eBt,es: t,= — In2.

B

Discutir para que tipo de exponencial es valida esta expresion.

Hallar la expresion que permita calcular la cantidad (y) de sustancia radiactiva
que queda al cabo de “t° horas si se sabe que: es de tipo exponencial, al
comienzo se tienen 10 mg de la sustancia y se desintegra de tal forma que se
reduce a la mitad cada tres horas.
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68.-

Hallar la funcién inversa de esta funcion vy explicar que informa la misma.
Graficar ambas funciones.
Hallar una funcion para la cantidad “que se desintegra”. Hallar su inversa. Grafs.

69.- Para cada una de las siguientes funciones se pide:

i) Dominio, grafico e imagen.

ii ) Determinar propiedades: ceros, intervalos de monotonia, simetrias, signo

iii ) Hallar Rp={x e D¢/ f(x) >0}

iv) Dar un dominio y codominio donde la funcién resulte biyectiva y luego
hallar la funcion inversa.

a) f(x) =2senx

b) f(x) = sen (2x)

c) f(x) =sen (0.5x)

d) f(x)= senx +1

e) f(x)=0.5senx +1
f) f(x) =sen (x+n/2)

9)
h)

i)

)

K)
1)

p) f(x)=|sen x|+sen x
f(x) = 2 cos x
f(x) = -2 cos x q) tgx , 0<x<7/2
f(x) = cos?x f(x):{
f(x) = |senx|

[tgx |, -m/2<x <0
f(x)= -|senx|

3 , x>l
0= -lsenx|+05 " g0 27T
-3senx, x<m/2

70.- Dadas f(x) = xL+1 y g(x) = V1+x? ;
indicar ley y dominio de: f+g;f/g; fog;gof

71.- Dadas fy g hallar (siexisten) ley y dominiode fog y gof

a) f(x)=senx;D=][0; 2x]

b) f(x) = log (2x-8)

c) f(x)= 1/x

d) f(x)= arcsenx
e) f(x)=Inx

f) f(x)=Inx

g) f(x)=+Inx

g(x) = Vx

g(x) = X%+ 3x
g(x) = cos X
gx)= x-2
g9 = x*-4
g(x) = VX 2 _4
g(x) = x+2

72.- Hallar f; g yh tal que: F=gof y G=hogof.

a) F(x)=(x-9)°

b) F(x)= sen (xl/z)

c) FXx)=1/x-3
d) F(x)= In?x

2

e) F(x)= —=——
x 2 44
f) FX)=+Inx

9 FM= e

h) G(x) = sen v x2 -4

i) G(X)=1In (x*+4)3

j) G(x)= arcsen(cos x*)
K) G(x)= cos (1/ (x-2))

) G(x)= 1/cos

m) G(x) = 1/ Vx? -4

n) G(X)= eCOS(|I‘1X)
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MISCELANEA DE PROBLEMAS

73.- En un estanque en calma, se deja caer una piedra produciendo ondas en forma
de circunferencias concéntricas. El radio (en pies) de la onda externa viene dado
por r =r(t) con r(t) = 0.6. t, donde "t es el tiempo en segundos transcurrido
desde que la piedra toca el agua. Si con A se indica el area del circulo en funcién
del radio ‘'r” obtener e interpretar la funcion “Aor”.

74.- Si se lanza una pelota hacia arriba con una velocidad inicial de 96 Pies /seg.,
entonces su altura después de 't segundos es y = 96t —16 t°> ( en pies).
Determinar la altura maxima que alcanza la pelota y en qué instante toca el
suelo.

75.- La siguiente funcién da el tiempo "t~ en que se disuelven ‘'m” gramos de
soluto al poner 20 g. del mismo en contacto con el solvente:

40 : —he - -
t—3|n(m) , [t]—hS ) [m]_g

Se pide:

a) dominio natural de la funcion que comprende esta ecuacion. (jcuidado!: t>0)

b) ¢ En qué tiempo se disuelven 10 g. (18 g) ?; ¢cuantos g. de soluto se disuelven
en 9 hs. (15 hs) ?

¢) hallar la funcién inversa e informar acerca de lo que permite calcular esta funcion.

76.- Se coloca un recipiente con agua sobre el fuego. En un principio la siguiente
ecuacion da la temperatura "Q” del agua en cada instante "t": Q=20+ 10t ;
[Q]=°C ; [t] = minutos.

El agua se deja hervir 2 minutos y luego se retira del fuego. En ese preciso

instante comienza a enfriarse segun la ley: Q= 10+ﬂ . Considerando que

t+a
todo el proceso es un proceso “continuo” , es decir, que no se observan “saltos
de temperatura, se pide:

a) Determinar la temperatura del agua en el instante que se empieza a calentar y
el instante "t” en que el agua comienza a hervir.

b) Calcular el valor de la constante “a” teniendo en cuenta la “continuidad’.
del proceso.

c) Dar la funcién que describe todo el proceso desde que se coloca el recipiente
sobre el fuego. Graficar esta funcion.

d) Hallar (si existe) el instante t* en que la temperatura del agua seria igual a la
inicial.

e) Hallar (si existe) el instante t** en que el agua se congelaria si no se altera
ninguna de las condiciones del proceso.

f) ¢Qué sucede con la temperatura para tiempos ‘muy grandes” ?; ¢;qué
interpretacion fisica puedo dar a este resultado?.
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77.- Si deunresorte ‘R” se suspende una masa (M), el mismo comienza a oscilar
con un periodo “p~ que se puede calcular con la siguiente expresion:

F o+M F = cte universal (F>0)
p= 2x. | ——— %R @ = masa del resorte
K N Kk = cte del resorte (x >0)
E p =tiempo requerido para
una oscilacién “completa’.
|

a) Analizar si esta ecuacion define funcién.
b) Si hacemos T=p? expresar T como funcién de M (T=f (M) ) e identificar el tipo de
funcion de que se trata. Indicar dominio natural y hacer un bosquejo del grafico de f
c) Dado un resorte de masa @ = 2 g se realiza la siguiente experiencia: se
suspende un cuerpo de masa M y se lo deja realizar 100 oscilaciones completas.
Se mide el tiempo ~ ty,," que tarda en realizar las 100 oscilaciones. Con este dato se
obtiene “p”, periodo de oscilacion para la masa M. Con p se obtiene T.
¢ Cuantas veces hay que realizar la experiencia para poder graficar T=f (M)?. ;Porquée?

M Nro oscilacions | t(S€9) p T (M;f(M))
10¢g 100 67.5
209 100 73.5

d) Graficar T versus M. Hallar laley de f.
e) Hallar & , constante del resorte.

78.- El método de “fechado con radiocarbono” se basa en el hecho de que el
isotopo radioactivo del carbono '*C tiene una vida media conocida de cerca de
5700 afios. La materia orgénica viva mantiene un nivel constante de C al
“respirar” . Asi, el porcentaje de este isétopo presente en los organismos vivos es
el mismo porcentaje que el existente en el aire. Pero, al morir un organismo, este
deja de metabolizar carbono y comienza el proceso de decaimiento radioactivo; o
sea, se comienza a agotar su contenido en '*C. Dado que la fraccion de **C en
el aire es practicamente constante a través del tiempo se puede entonces
determinar la antigiiedad de una muestra con sélo medir su contenido en **C y
compararlo con el contenido de una muestra actual.

El carbono extraido de un antiguo craneo recién desenterrado contiene el 63 % de **C

con respecto del carbono extraido de un hueso actual. ;Qué antigliedad tiene el craneo?

(Recordar:y =y, .e pt con y = cantidad de sustancia que queda al cabo de “t" afios ,
y tener en cuenta que los datos que se dan son “vida media” y que, y=63%Y, )

79.- Lapoblacion de cierta especie en un ambiente limitado es :

P = 100.000 . ("t se mide en afios)

100+900 et

a) ¢ Cual es la poblacion inicial (t=0) ?

b) ¢Cuéanto tarda en llegar a 900 ?. ¢ En llegar a 10007? .

c) Verificar que P(t) <1000; vVt y que 1000/P(t) ~1000 para t “muy grandes’.
¢ Qué se puede concluir de estos dos datos?.



125

80.- La EPE (Empresa Provincial de la Energia) ha decidido tomar nuevos
empleados. Los aspirantes deben rendir una prueba de seleccion donde se les da el
siguiente problema:

Encontrar la funcion que permite calcular el importe de la factura de luz segun los
kilowats (kw) consumidos en un bimestre, para casas de familia, si el mismo resulta
de la suma de los montos que se indican a continuacién: (datos al 1/4/93)

a) un "monto fijo bimestral”, (MFB), de $11.66.

b) un "monto por consumo de kw", (MC), que se calcula a partir de la TABLA |
¢) un monto por "Tasa de Alumbrado Publico”, (TAP); segun TABLA 11

d) un monto en concepto de IVA: 18 % de [ MFB + MC + TAP ]

e) monto por otros impuestos: 3.6 % de [ MFB + MC + TAP ]

TABLA | [MC] TABLA Il [TAP]
kw consumidos | costo 1 kw. kw consumidos importe

0[ kw <120 $0.074 O[kw <60 | -------
120 kw <240 | $0.102 60 [ kw < 120 $1.55
240 [ kw <400 | $0.205 120 [ kw < 200 $3.96
kw1400 |$0.244 200 [ kw < 400 $5.08

400 [ kw < 600 $7.05

600 [ kw < 1000 $8.45

kw ] 1000 $10.72







2— Limite y Continuidad

2.1 LIMITE DE UNA FUNCION EN UN PUNTO

Dada una funcién y =f(x) y un punto X, € R, en este parrafo planteamos y contestamos
el siguiente interrogante:

¢, como se comporta f(x) cuando x se acerca a Xg ?
|

preguntalque simbolizamos

limfx) = .... ?....
X 2> Xo
Ejemplo1: f(X) =x+3; Xo=1
¢ ;como se comporta f(x) cuando o limf(x)=2?
X" se acerca a 1°? x>1
\
® Porsimple inspeccién de la ley
vemos que, si X se acerca a 1 o lim f(x) = 4
entonces f(x)=x+3 se acercaa 4. xS>1

Ejemplo 2: f (x) = x*+2x-3; Xo =1

x-1
> f (1) no existe; luego, tiene aln mas sentido la pregunta: lim f(x) = ?
¢, como se comporta f(x) cuando x se acerca a 1? x>1
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v v

En este caso no podemos
ver, por simple inspeccion, X o |f(X) o ||xX o [f(x) ¢
qué pasa con 0 3 2 5
f(x) cuando x se acerca al 03 33 16 46
¢ Qué hacemos? : calculamos 0.6 3.6 1.3 4.3
valores y tratamos de 0.9 3.9 1.1 4.1
detectar un comportamiento 0.99 3.99 1.01 4.01
tendencial para los f(x). 0.999 3.999 1.001| |4.001

1 1 4
Parece que, si x se acercaa 1 entonces f (x) se acercaa 4. ‘—» lim f(x) = 4

x>1

Ejemplo 3:
2x-1; x<1
f(x)=
2Xx+1; x>1

» (1) noexiste; luego, nuevamente tiene sentido la pregunta: ‘_. lim f(x) = ?

¢, como se comporta f(x) cuando x se acerca a 1?

» ¢qué hacemos en este caso?:

Graficamos f y tratamos de detectar un
comportamiento tendencial para los f(x).
Asi vemos que si:
x=2> 1 (x<1); entonces f(x) 2> 1
x> 1 (x>1); entonces f(x) > 3

> Del gréfico observamos que cuando X = 1;
f(x) no tiene un comportamiento “definido” ;
no se acerca ‘a un unico ndmero’.

» Lagrafica presenta un salto en x=1; de
alli que para x > 1 el comportamiento de f(x)
es distinto segin los x se acerquen a 1 por
la izquierda o lo hagan por la derecha.

» En este caso decimos que:

x>1

)

y
f(x) x, fo)
3
1'
1 S R .
1 — x
/

limf(x)= A  (no existe)
x>1




Ejemplo 4: 2x—-0.1; x<1
f(x) =

2x+ 0.1; x>1

» f (1) no existe; luego, nos preguntamos:

¢, cébmo se comporta f(x) cuando x se acerca a 1?

» ¢qué hacemos en este caso?:
Graficamos f y observamos el
comportamiento tendencial de los f(x).
Asi apreciamos que,
si X > 1 entonces f(x) se acerca a 2.

*¢ Tendrd f un comportamiento definido,
tal cual parece a simple vista ?,
¢ 0 existira, comoen el gj. 3, un salto que
impida alos f(x) acercarse a un unico
nlmero?.

* Dicho de otra manera: ¢ podran los f(x)
acercarse a 2 tanto como quieran ?

* Para contestar este interrogante graficamos
nuevamente pero “ampliando” el gréafico en
la region conflictiva.

» HACEMOS un ZOOM con CENTRO en
1;2)
> ¢qué observamos ahora?,

si x 2> 1 (x<1); entonces f(x) > 1.9
si x> 1 (x>1); entonces f(x) > 2.1

que:

» conclusion: cuando x = 1;
f(x) no tiene un comportamiento “definido’;
no se acerca ‘a un Unico ndmero’.

» En este caso también tenemos un salto en
x=1, de alli que el comportamiento de f (x) sea
distinto segun el lado por el cual x tienda a

1. La diferencia con el caso anterior esta en que
aqui, al trabajar con escalas usuales, el salto
puede pasar desapercibido. Luego:

OBSERVACIONES:
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limf(x)= ?
x>1

)

y4

<V

limf(x)= A (no existe)
x>1

)

1. Los ejemplos analizados muestran que la simple proximidad de f(x) a un cierto
numero no basta para que tal nimero sea limite de la funcion. Resulta evidente que
para que ello ocurra debe pasar algo mas: que los f(x) se aproximen tanto como
quieran a dicho numero; que no exista ninguna “barrera” que les impida llegar a él.

2. Asi, con la

expresion "f(x) tiene comportamiento definido™; a partir de ahora

entendemos, “f (X) se acerca a un Unico numero y lo hace tanto como quiera.”
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3. Llegado a este punto surgen dudas acerca de los ejemplos 1 y 2; en ambos casos
vimos que si x—>1 entonces f(x)-> 4 y concluimos que el limite era 4. Pero, ¢no
pasara aqui lo mismo que en el dltimo ejemplo y, como en este caso, el salto es tan
pequefio que no lo pudimos apreciar en razon del método usado?.

Asi, si hacemos un "zoom" en el gréfico de "f " alrededor del punto (1;4) (*);
¢Nno aparecerd un salto y tendremos en consecuencia que el limite no existe ?.

(*) Cabe aclarar aqui que si al aplicar el zoom no visualizamos un "salto" podemos continuar
ampliando la imagen a través de seguir aplicando el zoom. Si tal fuera el caso, ¢qué pasa si no
visualizamos un salto aun después de varias ampliaciones?; ¢significa esto que no existe salto ?.
En circunstancias como estas debemos extremar los cuidados ya que pudiera ser que el salto
fuera infinitamente pequefio e imposible de capturar con un dispositivo graficador. A lo sumo
podra aumentar nuestra confianza de que el salto no existe, pero nunca, por este camino,
alcanzaremos la certeza de ello. Que no existe salto o, equivalentemente, que existe limite,
s6lo podremos asegurarlo si podemos demostrar este supuesto.

Pero: ¢como demostramos un limite ?. Para ello necesitamos precisar la definicion de limite.

RESUMEN:

o lim f(x) = ¢gqué comportamiento tiene f(x) cuando x se acerca a Xq ?
X>X0

o limf(x)=L cuando x se acerca a X, f(x)tiene un comportamiento definido;
X>X0 se acerca tanto como quiera al Unico namero L.

o imf)=A  cuandox seacerca a xo, f(x) no tiene un comportamiento definido;

X>X0

DEFINICION (“coloquial” de limite de una funcion en un punto )

limf(x) =L < cuando x se acerca a Xg,

lim f(x)=L X>xe f (x) se acerca al Unico nimero L ;
x> xo0 tanto como quiera,

sin importar lo que pasa en Xo.

> En lo que sigue procedemos a “traducir” esta definicion al lenguaje “matemético”. Para
ello necesitamos definir el concepto de : entorno de un punto.

DEFINICION:
E@:;r)={zeR/ dz z) <r}
E (Zo; r)
< r‘  ad r‘ n
Entorno £ \ -
de z, < b hd /
de radio r Zo-r Z z Zotr
d(z; zo)
DEFINICION:

E* (zo; 1) Es el conjunto obtenido cuando a un entorno se le quita el centro .

Entorno E*(zo;1)= E(zo:1) - {2}.
reducido
de zo E*zo;r) ={zeR/ 0<d(z z)<r}

deradior
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Observaciones:
1) E (zo0; r) = (20-r; Zo+ 1) (intervalo simétrico con centro en zp).

Esta igualdad se prueba facilmente a partir de la definicion de distancia entre
nameros reales, d(z, zo) =|z - 20|, Y propiedades del valor absoluto (Apéndice A).

2) Si analizamos el concepto dado vemos que este se corresponde con la acepcion
vulgar de la palabra “entorno’; o sea, representa el conjunto de todo aquello que
estd “proximo” a alguien o algo (en nuestro caso a zg). Es fécil de aceptar asi que:

z "cerca" dezy = d(z,z0)<r = z e E(z0; 1) (parar convenientemente pequefio)

Resumiendo: d(z, zo) <r ( para "r" conveniente)
|z-2zo|<T (para "r" conveniente)
z "cerca"de z, ~ ze E(zo;1) ( para "r" conveniente)

Z € (zor ; Zotr) ( parar' conveniente)

3) Existen entonces distintas forma de expresar “‘matematicamente” la expresion
coloquial "z cercade zp”. Podemos proceder asi a traducir la definicion de limite de
su “forma coloquial” asu “forma matematica’.

Traduccidn de la definicion coloquial a la matematica (topoldgica)

lim f(x)=L <> cuando x se acerca a Xo, (1)
X> X0 f (X) se acerca al inico numero L; (2)
tanto como quiera, 3)
sin importar lo que pasa en Xo. 4
Lenguaje coloquial lenguaje "matematico”
(1)y (@) xcerca de Xo X € E*(X0:8) (para & conveniente)
X # Xo
(2)  f(x) cercade L f(x) € E(L;€ ) (para & conveniente )

(3) tanto como quiera
(esto significa que por mas chico que Ve, 3 o
tomemos el entorno de L, o sea, tal que, si X e E*(X0:0)

por_mas chico gue tomemos g, siempre entonces, f(x) e E(L; &)

encontraremos en él algun f(x)
proveniente de un X proximo a X, )

» Luego, concluimos las siguientes DEFINICIONES FORMALES:
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limf(x)=L < (1) Ye>0; 38>0 talquesi xeE* (X &)
X> xo entonces f(x) € E (L; €)

< (II) Ye>0; 30>0 talquesi 0<|x-%|<0

entonces |f(x)-L|< &

i Parax € E*(Xo; 8), el grafico de f
debe estar dentro de este rectangulo

Observaciones:

1) las definiciones “coloquial’, (I) y (Il) de limite de una funcién en un punto son
definiciones equivalentes ; o sea, dicen "lo mismo™ aunque de distintas formas.

2) La definicion (11) (llamada definicion "'e, 8" ) se obtiene de calcular las distancias
indicadas en los respectivos entornos:

- E*(X0; 8 )={xe R/ 0<d(X; %) <d}={xe R/ O<|x-X|<d}
-E(Lie) ={yeR/dly;L)<e } ={yeR/ |y-L|<e}
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> Verificacion de limite de una funcion en un punto.

La definicién rigurosa del concepto de limite permite ahora verificar limites; o sea,
supuesto que L es el limite de una funcion, demostrar que esto es efectivamente asi.
L puede “intuirse” a partir de una tabla de valores, del analisis de un gréfico, etc.

Ejemplo 1: f(x) =2x+3 > lim f(x) =5 (intuitivamente, si x esta cerca de 1, f (x) esta
cerca de 5) x>l
e Si; Ve>0 encontramos & >0 tal quesi O<|[x -1/ <& entonces |f(x)-5|<eg;
entonces habremos verificado la definicion y Iimlf(x): 5
X>
Prueba: | f(x) - 5| =[(2x+3) - 5| = 2.| x-1] 2 | - observamos que si
2.|x-1|< ¢ entonces |f(Xx)-5|< ¢
-y, Si:
|X-1] < €/2 entonces 2.|x-1|< ¢

Luego, para & =¢€/2 resulta que:
0<|x-1]<d = |x-1<e2 = 2|x-l<ke = |f(X)-5]|<e.
0 sea, paracada € hallamos un & (8 =¢/2) parael cual se cumple la definicion.

Luego, verificamos que |in’1\ f(x)=5
X>

Ejemplo 2:  f(x) =mx+h =» lim f(X) = f(xo)
X-> X0

Por definicion: lim f(x) =f(xo) <V e>0; 36>0 / 0<|X-Xo|<d = |f(X)-f(Xo) | <€

X>X0
Prueba: | f(x) - f(xo)| = [m| . [ X-Xo|
Sitomamos 6 = ¢&/|m| :

0<[X-X0|<8 = [|X-X|<&m| = m|.[x-X|<& = |f(X)-f(Xo)|<E&
Dado g encontramos & (6 =¢&/|[m|). Luego verificamos que lerX10f(x): f(Xo)

Ejemplo3:  f(X)=x*+ 21x -3, Xo=1; !im f(x) =7
X- X>

En la pag. 127 tratamos esta funcién y, a través de una tabla de valores, observamos que
si x> 1 entonces los f(x) > 4. Luego: ¢ lim f(x)=47?
X->1

El limitees 4 < Ve >0; 38 >0 tal que 0<|x-1|<d = [f(X) - 4|<e

En este caso, antes de hacer la verificacion, observamos que:

f(x)= x°+2x -3 = (x+3).(x-1) = (x+3)
x-1 x-1
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Si ahora consideramos la funcion constante h(x) = x+3, vemos que,
Vx#1 es f(xX)=h(x); ydado que en el limite no importa el comportamiento de la
funcidn en el punto X, (en este caso 1) ; tenemos que:

lim f(x)=lim h(x)=h(1)=4 [ obs: hemos verificado de otra forma ]

Observacion: La "verificacion™ de un limite aplicando la definicién generalmente es muy
dificil. Luego, para simplificar el trabajo, conviene buscar otros caminos que, siendo
correctos, sean mas simples. (como en el ejemplo 3). Para ello necesitamos conocer
"propiedades” del limite.

» PROPIEDADES del limite de una funcién en un punto.
Sean f y g dos funciones tales que; |im fX)=A y lim 9(X)=B.

X=X, X=X,
TEOREMA1l: [|im [f(X)+9(X)]=A+B.
X=X,
TEOREMA 2: |im [f(X).9(X)]=A.B.
X=X,

TEOREMA 3: |im @:ﬁ ; [siempre que B #0]
x—>x, 9(x) B

Observacion:
La demostracion de estos teoremas (que aqui omitimos) se hace usando la definicion de
limite. Una vez demostrados en general podemos aplicarlos a cualquier caso particular.

Ejemplo 4: dada h(x)=x? hallar lim h(x)
X—3

En este caso h se puede pensar como el producto de “f.f*“ con f(x)=x (lineal).
Luego, como ya sabemos calcular el limite para una funcion lineal, si acudimos al teorema

lim A(x)= lim [fx) f)] =f@)f@)=(3).(3)=9
X—3 X—3

Teorema 2 y ejemplo 2

Nota: en este caso tenemos que h(3) =9 ;0sea, que Iimgh(x) =h(3)
x>

Este hecho también lo verificamos en el caso de la funcion lineal; o sea, estamos viendo
que si la funcién existe en el punto el limite resulta ser el valor de la funcién en el

punto.
Nos preguntamos: ¢;serd esto siempre asi ?. Vemos mas ejemplos y concluimos.
Ejemplo 5: X+3; x=#1
f(x) =
x=1

-si h(x) =x+3 VX, entonces f(X)=h(x) Vx=#1 y limf(x)=Ilimh(x)=h(1)=4
x> 1 x> 1

Luego,enestecaso L=4 y f(1)=1; osea, L=Tf(1).
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Ejemplo 6:

f(x)=[x] Aqui,  lim fx)=A4 y f1)=1

4 Estudio general de larelacionentre L y f(Xo).

Repasamos los ejemplos vistos hasta ahora:
Ejemplo 1: f (x) = 2x+3 - lim f(x) =5
Xx>1
Ejemplo 3: f(x) = x> +2x -3 > lim f(x) = 4 ;
X-1 x>1
I >
Ejemplo 5: X+3; x=1
f(x) =
1 ;x=1 > lmfXx)=4
x>1
Ejemplo 6: f(x) =[x > lim f(x)= B
jemplo 6: () =[x] im 1) S
I 1 2
RESUMIENDO:
Ej. 1 Ej. 3 Ej. 5 Ej. 6
f(1) 5 A 1 1
L 5 4 4 i
¢ f(xo)= L7 Sl NO NO NO
3 lim 3 lim 3 f(xo)
OBSERVACIONES GRAFICO no implica no implica no implica
CONTINUO 3 (o) L = f(xo) 3 lim
El grafico presenta "saltos" 6 “agujeros"

CONCLUSIONES :

Vemos entonces que el limite y el valor de la funcién en el punto coinciden "solo en un
caso™: cuando el grafico de f es una curva que no presenta "saltos" ni "agujeros" ; o sea,
cuando es una curva “continua”.

A partir de ahora llamamos funciones continuas. a las funciones cuyo grafico sea una
curva continua. En lo que sigue, y a los efectos de poder estudiar analiticamente la
continuidad de una funcion en un punto, definimos rigurosamente este concepto.
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2.2 Continuidad

DEFINICION:
f continuaen x, < 1) 3 f(Xo)
Continuidad de 2) 3 lim f(x)
una funcién en e
un punto 3) lim f(x) = f(xo)
X> X0
Equivalentemente: fcontinuaenx, < cuando X se acerca a Xo,
f(x) se acerca tanto como se quiera a f(Xq) .

DEFINICION:
Continuidad de f

en un dominio D f continuaen D < f continuaenxq ; V X, € D.

Observaciones:

a) en relacion al gréafico de una funcién podemos decir que:

f continuaenx, si graf. f no presenta saltos ni agujeros en X,..

f continuaen D si graf. f no presenta saltos ni agujeros en D.
b) la condicion 3 comprende las otras dos(*); luego, podemos decir:

f continuaen x, < limf(x) = f(xo)
X-> X0

(*) ¢porqué damos tres condiciones?, simplemente porque tener presentadas asi las condiciones
para la continuidad facilita el correspondiente analisis, lo hace mas operativo pues apenas
detectamos una condicion que no se cumple, sin necesidad de revisar las otras, podemos concluir
gue la funcién no es continua en ese punto. Por ejemplo, basta que no exista la funcion en el
punto para gque no sea continua en dicho punto.

Ejemplo: para f(X) = mx+h, demostramos que V X,, limf(X) =f(xo) (€].2, pag.133).
X> X0

Luego, la funcion lineal es continua en todo los reales.

Para los ejemplos vistos en la pagina anterior, tenemos:

Ejemplo 3: f(x) =x>+2x -3; f no es continuaen x,=1
x-1

[V S

- f no esta definidaen x,=1 = no cumple la condicion 1; ’ >
(aan cuando el limite exista; lim f(x) =4, ej. 3, pag.133).

x—1

Ejemplo 5: X+3; x=#1
f(x) =

@ -
4

2 ;x=1 > 1Ilmf(x)=4

x>1

- f estadefinidaen x,=1 = cumple la condicion 1
lim f(x) =4 = cumple la condicién 2
x>1

- f(1)=2 # |im f(x) = nocumple lacondicién 3 = no es continuaen X,=1
x—1
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Ejemplo 6: f(x)=[x] > lim fx)= B

Xx>1

- f estadefinidaen x,=1 = cumple la condicién 1
- lim f(x) = A = no cumple la condicion 2

x>1 = no es continua en x,=1

Notas:

1- de los ejemplos propuestos observamos que existen distintas causas para la
“discontinuidad” en un punto y que la “importancia” de las mismas se ‘refleja” en el
grafico de la funcion. Esencialmente, cuando el limite existe, la grafica presenta una
“perforacion” en el punto mientras que, cuando el limite no existe, la grafica presenta un
“salto”. Esto permite clasificar las discontinuidades evitables y no evitables, cuestion
que vemos al final de este capitulo.
2- en la basqueda de hechos o propiedades que permitan el célculo del limite de una
funcion en un punto en forma precisa y sin tener que acudir a la definicion para verificar,
la continuidad aparece como una propiedad muy util a tal fin ya que, conocida la
continuidad en el punto, el limite es, simplemente, el valor de la funcion en el punto.
Tenemos asi que para una categoria muy importante de funciones, las funciones continuas ,
la obtencion de limites se reduce a un simple calculo: el de la funcién en el punto.
Pero jcuidado!, antes de proceder a calcular de esta forma, debemos estar absolutamente
seguros de la continuidad de la funcion en el punto.
.... En esta instancia y tal como vienen las cosas, surge un problema:
dada una funcion f y un punto, ¢cdmo averiguamos la continuidad de f en el punto?.
Entre otras acciones, calculando el limite de f en el punto.
Y entramos asi en un circulo vicioso: la continuidad ayuda en el calculo del limite pero,
para decidir la continuidad, tenemos que calcular un limite.
..... ¢ Como resolvemos este problema?:
buscando una forma alternativa de decidir la continuidad.
...... y, para esto, necesitamos conocer mds acerca de las funciones continuas.

4 Propiedades de las funciones continuas

Sean f y g dos funciones continuas en X, , luego:

TEOREMA 4: Ixiinxo[ f(x)+g(x) ] = f(xo)+ g(Xo) (= la suma de continuas es continua).
TEOREMA 5: IXiLr)l(O[ f(x).0(x) ] = f(X0) .g(X0) (= el producto de continuas es continuo)

TEOREMA 6: Iim [f(x) /g(x) ] = f(X0)/g(X0) (= el cociente de continuas en Xo, €s
X>xo continuo en X, siempre que g(xo) #0)

TEOREMA 4. ( Demostramos el teorema 4, el resto queda como ejercicio).
Por hipotesis, f continuaenx, = X'L”)‘( f(x) = f(xo)
0

Por hipotesis, g continuaenx, = X'l)”l g(x) = g(Xo)
0

teor.1

~

=

im [ (x) + g(x)] im0+ 1M gx) =f0x0) + g(xo)

X—>Xg X—>Xg

Conclusién: f+ g escontinuaen X, .
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TEOREMA 7: (composicion de continuas es continua)

- f continua en xq
- g continua en ug=f(Xq) = gof es continua en X,
- 3 gof (X), V X € E(Xo; 9)

Demostracion (intuitiva):

» X22X = f(X) 21f(x)) (1) ; (porlacontinuidad de fen Xq)
» U=2>U = g(u) 2g(u) (2); (porlacontinuidad de gen ug)
» si hacemos u =f(X) entonces:

(1) (2)
x>xo => F(X)>2F(X,) = g(f(x)) >9(f(x,))=9f (x):
N , — N

u u Uo

Uo

O sea; Xlijlo gof (X) = gof (Xo)

Conclusién:  gof es continua en x, .

TEOREMA 8: (inversa de continua es continua)

- f biyectiva en (a; b)
- f continua en (a; b) = ¢ (inversa de f) es continua en (c;d)
- Imf=(c;d)

Justificacidn (gréafico-intuitiva):

» Si f escontinuaen(ab), su
gréafico no presenta saltos ni agujeros;

@
«Q
=
=
(@]
o
o
(1)
«Q
D
(7]
0,
3
D
=
(@]
o
o
@
o
D
—

respecto de larecta y=x;
luego, el grafico de g no presenta
ni saltos y agujeros.
» Conclusién: g es continua
en su dominio (c;d).

M

Observaciones:

Segun establecimos ya en otro parrafo, si conocemos que una funcion es continua en un
punto el calculo del limite se reduce a una operacién muy simple: calculo del valor de la
funcion en el punto.

También aclaramos que debiamos tener cuidado, que antes de aplicar este método
debiamos estar seguro que la funcion fuera continua en el punto; el problema que esto
representaba.

A este respecto los teoremas 4 a 8 muestran distintas propiedades de las funciones
continuas cuya importancia radica, esencialmente, en que permiten decidir acerca de la
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continuidad de una funcion en un punto sin necesidad de acudir a la definicion de limite
en cada caso.

A continuacion, y a los efectos de usar luego esta informacion en el célculo de limites,
establecemos que funciones son continuas, donde y porque.

FUNCIONES CONTINUAS

FUNCION DOMINIO de L=Iim f(x) JUSTIFICACION
CONTI NUIDAD XX
+f(x)= k (cte) R L=k por verificacion
¢ f(x)=mx+h (lineal) R L = mxo+h por verificacion
¢ f(x)=polinomio R L= f(Xo) sumay prod. de continuas
('suma y/o prod. de lineales )
e f(x)= X R" L=,/X, inversa de cont. (x*)
* f(x)= p(X)/q(x) (rac.) | R-{a/ g(a) =0} L=p(Xo)/g(Xo) | cociente de conts. (pols)
+f(x) = log x R" L= log Xo por verificacién
*f(x)= a* R L= a*° inversa de conts. (log)
¢ f(x) = sen x R L= sen Xo por verificacion
¢ f(x) = cos X R L= cos Xp por verificacion
*f(x) = tg x R-{a /cos x=0} L= tg Xo cociente de continuas
*f(x) = ah®) -dom.decont.deh | L= a"*® composicion de conts.
+f(x)= log (h(x)) -dom. de cont. de h| L= log(h(xo))] composicion de conts.
y h(x0)>0
_ k(x) - k(x0) L,
¢ f(x)= h(x) -dom. de cont. deh| L= h(Xy) composicion de conts.
M dom. cont. k
y h(xe)>0

NOTA:

f(x) = h(x) k(9 es una composicion de funciones pues:

£ (x) = h(x) k() _ eIog(h(x)-k(x)) _ ek(x).log h(x) _ ep(x) con  p(x) =k(x). log h(x)

2.3 Calculo de Limite, Otros Casos

2.3.1 Limites Laterales:

En el caso de una funcion definida con distintas leyes a ambos lados de un punto, para
calcular el limite en dicho punto estudiamos el comportamiento de la funcién en cada
lado por separado. Para ello definimos los LIMITES LATERALES.
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DEFINICION 1: limite lateral “por derecha’.

>0 >
lim f(x)=L < |Cuando x> xo (x>Xo); |« —V‘c_; 0; 3 8 >0 talque
XX entonces f(x) se acercaa L Si Xo< X < Xo+0
0 -
y tanto como quiera. entonces |f(x) - L|<g

DEFINICION 2: limite lateral “por izquierda”.

lim f(x)=L < Cuando x> Xo ( X<Xo); = Ye 20; 38 >0 talque
— entonces f(x) se acercaa L Si Xe-0 < X < X,

X=X, .
y tanto como quiera. entonces |f(x) - L|<g
TEOREMA 9:
El limite ordinario existe siy solo si existen los laterales y son todos iguales.
O sea: lim f(x)=L < lim f(x) = lim f(x)=L.
X—>X, X—>Xg X—>Xg

Demostracion: ejercicio

2.3.2 Otras Propiedades Del Limite

TEOREMA 10: lim fX)=L < lim(f)-L)=0 < lim|f(x)-L|=0 (s/d)

X>Xo X=2>Xo X=2>Xo
Corolario: lim fx)=0 < lim|f(x)|=0
X>Xo X2>Xo

TEOREMA 11: (teorema de conservacion del signo)

Si lim fx)=L y L=0, entonces existe un entorno reducido de X, en el cual
X>Xo el signo de f(x) es igual al signo de L.

Demostracion: la dividimos en dos partessegun L>0 6 L<O.

*lercaso: L>0

Por hipétesis lim f(x) = L; luego,
X=> Xo

dado € > 0, cualquiera que este sea, siempre podemos hallar 6 >0, tal que :

VX talque X € E*(X,,0) resulta |f(x)—L|<eg;
osea, VX talque x € E*(X,,0) resulta L-&€ <f(X)< L+¢

Ty
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Si tomamos € =% L (posible pues L >0) y lo reemplazamos en (*), tenemos:

VX tal que X € E*(X,,0) resulta L - 2L <f(x) = YL <f(x)

Conclusién: L>0 = Y2L>0. Luego, f(x) >¥%L = f(x)>0

Como L >0, hemos probado asi que, VX € E*(X,,0), f(x) tiene el mismo signo que L.

* 2do caso: L <0 (ejercicio)

TEOREMA 12: (propiedad de monotonia)- (s/d)

- f(X)<9(x); V x € E*(Xo; 0)

- 3 limf(x) = limf(x) < lim g(X)
X2 Xo X=2>Xo X=2Xo
- 3 limg(x)
X=2>Xo

TEOREMA 13: (teorema de "encaje" de limites, 6 teorema "sandwich") -(s/d)

- f(X)<g(X) <h(x); V x € E*(Xo; d)
- limf(x) = limh(x) =L = 3 limg(x)=L

X2>Xo X2>Xo X2>Xo

2.3.3 Limites de Cociente de Funciones. Casos Especiales

En el teorema 3; estudiamos el limite del cociente de dos funciones en el caso que ambas
tienen limite y el del denominador es distinto de cero.

En este parrafo estudiamos los otros casos, particularmente que pasa cuando el limite del
denominador es cero.

¢ lim f(x)= A
X Xo “m ﬂx! = 7
¢ lim g(X) -B x>xo  g(x)
X Xo
CASO1 A#0; B20 = lim f(x) = _A
[Teor. 3] x>xo  g(x) B
. - ,
CASO2 A+#0; B=0 = lim  £09 ) > ( mas adelante,
x>xo g(x) en “limites infinitos”)
CASO3 A=0; B=0 = lim f(x)= ? - problema de
X Xo g(X) INDETERMINACION
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¢ quée

s una indeterminacion?:

4 es un problema para el cual no se puede asegurar "a priori" el caracter del limite Este

puede
absolu

existir como no existir, ser nulo como no, su caracter se encuentra
tamente ligado a las peculiaridades de las funciones intervinientes, (cosa que no

sucede, por ej., en el CASO 1, donde el limite siempre existe mas alla de las
particularidades de cada funcién).
O sea, son problemas para los que no es posible enunciar resultados de caracter general,
donde cada caso tiene que ser estudiado en particular, teniendo en cuenta las

propiedades presentadas por "f" 'y "g

Ejemplo 1

- C

Ejemplo 2

Conclusio

puede der
que el lim

¢ ) =x"-4 ¢ limiGg =0 f
_ x>2 > () _
¢ g(x)=x-2 ¢ Iirgzg(x)=0 x“—>2 g(x)
X

trabajamos algebraicamente la funcidn hasta “romper la indeterminacion’; o
sea, hasta llegar a una funcion cuyo limite podamos calcular.

f(x) x2—4 (x=2).(x+2)

0X) " X2 T xm2 g NPTV
h(x) = x+2 lineal = continua en todo sudominio = [|im h(x)=h(x,)
X—>Xo
omo, ) _hy vxz2 o |mﬁ_nm h(x) = h(2) = 4
g(x) x—2 9(X)  x52
¢ f(xX) = x ¢ Ilimf(x)=0 F(x)
= x>0 ; = 7
¢ 9bd= x| | ¢ imgeo -0 T 9(x)
X

trabajamos algebraicamente la funcion hasta “romper la indeterminacién’; o
sea, hasta llegar a una funcién cuyo limite podamos calcular.

f(x) _ x h(x) = 1,si x>0
9(x) \X\ -1 ,si x<0

h es una funcién seccionalmente definida, luego podemos calcular el limite a
traves del calculo de los limites laterales.

I' ( ) lim h(x)= lim -1=-1

( ) x—0" x—0" = lim f(x) —
lim ) _ lim h(x)= Iim 1=1 teor:9 x50 9(x)
x—ot (X ) x—07" x—0"

n_los ejemplos muestran que una indeterminacion del tipo 0/0, al ser “rota’,
ivar en dos tipos de situaciones: una en la que el limite existe (ej. 1) y otra, en
ite no existe (gj. 2)



143

¢COMO RESOLVEMOS un PROBLEMA de INDETERMINACION?

- Si es posible, trabajamos algebraicamente la funcién f/g hasta "romper” la
indeterminacion; o sea, hasta llegar a una nueva funcién "h™ cuyo limite se
conozca o0 se pueda calcular y tal que f/g =h, por lo menos, en un entorno
reducido del punto.

- ¢ysi el trabajo algebraico, no es posible? ............

En el caso que no se pueda realizar el trabajo algebraico no queda otro camino que acudir
a propiedades de los limites (teoremas), de las funciones, a gréaficos, tablas, etc.
Tal esel casode senx/x.

. sen X
Caso especial :
X
e Ilimf(x)=0
¢ f(x) = sen x | x>0 lim 21X _ 9
¢ gx)= x e limg(x)=0 x—>0
x>0

Para esta funcion no podemos realizar ningun trabajo algebraico que permita plantear el
problema en una forma equivalente y mas simple. Para investigarla tenemos distintos
caminos, optamos por el que permite obtener la conclusion con absoluta certeza.

Para ello estudiamos el comportamiento de la funcion en un entorno del cero acudiendo a
resultados de la trigonometria y propiedades de limite, analizando por separado que
sucede cuando nos acercamos a cero por derecha (1) y por izquierda (2).

(1) 0<x <m/2

o N
Y A | AB | £ long. MB < | MT |
Ty senx < X < tgx
....... i — >( dividiendo por sen x)
B Moy i 1 < . x . < .1 .
H ]
Y sen X COS X
K i % (invirtiendo la desig.)
1 ol A M «x cosx < .senx .< 1
X
AT x> 0" x> 0" x>0
1 1

(por |teor. 13)
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., sen X
Conclusiéon 1: |im =1
x—0T
(2) -ml2<x <0 = 0<(x)<m/2 o o o >
X 0 -X

En esta instancia, y siendo imposible “simplificar la expresién” acudimos a otro recurso
algebraico valido para el calculo de limite: el “cambio de variable”. Este proceso permite
“cambiar” la expresion dada por otra cuyo limite si sabemos o podemos calcular: Asi:

. sen x . —sen X . sen(—x) . senu
lim = lim——~ = |lim —>~7% lim

=1

X—0 X0~ sen impar x>0~ — X -x=u u-0t U (1)

sen X
=1

Conclusiéon 2:  lim

Xx—0

e - . . sen X
Conclusion final: los limites laterales son iguales, luego: lim =1

x—0 X

Observaciones:

H 1 H mqn H sen X
1) Hemos concluido que el limite es "1", o seaque si X =0 entonces ~1. Esto

X
altimo nos dice que para x~ 0, resulta sen x ~ X, y este dato es muy importante; ya que
indica que en las proximidades del cero el valor del seno de un angulo y el valor del
angulo (jen radianes!) son practicamente iguales. Este hecho facilita enormemente la
resolucion de problemas donde intervienen angulos muy pequefios, ya que a raiz de esto
podemos sustituir el seno del &ngulo por el angulo, sin introducir un error importante.

2) Cada vez que tengamos un problema de esta naturaleza, "sen(argumento)/argumento ",
donde el “argumento del seno” se hace cada vez méas pequefio (= 0), podemos aplicar el
resultado anterior y asegurar que el cociente tiendea 1. O sea:

. sen(f(x))zo

A0 T sen(f(x)

y lim f(x)=0 x»a  T(x)
X—a

(#)

(*) La demostracion de este resultado queda como ejercicio. EI mismo se prueba
facilmente acudiendo al recurso del “cambio de variable”, haciendo f(x) = u.

Ejemplo I : lim w:l pues aqui, f(x)=x-2 y Ilim f(x)=0
-2

X—>2 X—2 X
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3) debemos tener cuidado y no hacer uso indiscriminado de los resultados que vamos
obteniendo: los mismos valen, bajo ciertas condiciones. Asi, para aplicar (#) debemos
estar seguros de que estamos ante una indeterminacion del tipo 0/0.

2 _

Ejemplo II: lim w=
x—>hb X= -9

Aqui, el procedimiento a aplicar para el célculo del limite, depende del valor de "b”

?

> si b=3(6 b=-3) tenemos una indeterminacion del tipo 0/0, aplicamos (#)
. sen (x2 -9)
Iim —————=

X—>3 X2 -9

1

- si b#3yb#-3;entonces estamos ante el cociente de dos funciones
continuas donde el denominador no se anula en el punto; luego, el limite es el
valor de la funcién en el punto.

2
n X" —
sen ( 9) _ %N 7 _ 0938551

lim >
X—4 X< =9

4) Como senx/x, existen otros casos donde presentada una indeterminacion el trabajo
algebraico no es posible o0 no alcanza para romper la misma, donde hay que acudir a mas
de un teorema o resultado previo para obtener el limite propuesto. La ventaja es que una
vez demostrado en general, luego lo podemos aplicar a cada caso particular sin tener que
demostrar cada vez (como en el ejemplo I ).

Concluimos asi el andlisis del limite de un cociente de funciones en el CASO 3, falta
todavia considerar el CASO 2; o sea, el caso donde el limite del denominador es cero
pero no sucede lo propio con el del numerador.

CASO2: ¢ Iim fx)=A=0 . )
X=2>Xo Q l'm M = ?
4 Im g(x)=0 x>xo 9g(x)
X=>Xo

Nos preguntamos: ¢qué comportamiento tendra la funcion en casos como estos?.
¢ Tendra un comportamiento "definido™ , o no?. Vemos algunos ejemplos.

Ejemplo 1 i
¢ () = 4 3 f(x)
_ - b X i - ?
¢* g(x)=x2| ¢ Iirgzg(X)=0 e g(x)

f(x) =4 =h(x) - (funcion "conocida", luego podemos graficar y
agx) | x-2]| analizar el comportamiento de h(x) cuando x > 2).
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En este caso observamos que para X—>2,
la funcion no se acerca a nimero alguno,
(por ningun lado) pero,
i si tiene comportamiento "definido™ ! :
i se hace cada vez mas grande !

Para indicar esto usamos el siguiente simbolo:

v

lim h(x) =+

T2 X>2
Ejemplo2: |, ) = 1 . @Of(x) =1 L0 _ o
* 9= x > o Ian;Og(x):o — x—0 9(x)
f(xX)=_ 1 =h(Xx) - (funcién"conocida", luego podemos graficar y
g(x) X analizar el comportamiento de h(x) cuando x > 0).
y4 En este caso observamos que para x>0,

la funcion no se acerca a nimero alguno,

(por ningdn lado) vy,

i tampoco tiene comportamiento "definido" !
Su comportamiento a derecha e izquierda del
punto limite (origen) es distinto.

v

Luego, le caben las generales de la ley y, como,
ya vimos, en este caso decimos que el limite no
existe
lim 1 .=1
x20 X
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2.4 Limites Infinitos para X = X,

DEFINICION 1 (“coloquial” de limite infinito positivo de una funcion en un punto )

limf(x) =+ < cuando x se acerca a Xo, Q)

lim f(x) = +oo X>x0 f(x) se hace cada vez mas grande ; (2)
X2 xo0 y tan grande como quiera, (3)
sin importar lo que pasa en X,. (4)

> En lo que sigue procedemos a “traducir” esta definicion al lenguaje “matematico”.

Lenguaje coloquial Lenguaje "matematico”
(1)y (@) xcerca de Xo X € E*(X0:8) (para & conveniente)
X # Xo
(20 f(x) cada vez mas grande f(x) >K (para cualquier K que se considere )

(3) tan_grande como quiera

(esto significa que por mas grande dado K, 338
gue tomemos K, siempre talque, si X e E*(X(:8)
encontraremos algun f(x) entonces, f(x) >K

proveniente de un X proximo a X,
que supere este valor)

> Luego, concluimos las siguientes DEFINICIONES FORMALES:

limf(x)=+0 < (1) Y.K; 38>0 talquesi xeE* (X &)

X-> X0

entonces f(x) > K

< (I) YK; 338>0 talquesi 0<|x-X,|<d
entonces f(x) > K

Para x € E*(Xo; 8), el gréaficode f
ebe estar por encima de larectay = K
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DEFINICION 2 (“coloquial” de limite infinito negativo de una funcion en un punto )

limf(x) =-© <« cuando x se acerca a Xo, Q)

lim f(x)=-o0 X>x0 f(x) se hace cada vez mas ‘negativa” ; (2)
X xo0 y tan ‘negativa’ como quiera, (3)
sin importar lo que pasa en X,. (4)

Observacion: la expresion "méas negativa’, la usamos aqui a los efectos de indicar que
f(x) es "negativa” y “grande en valor absoluto” (tan grande como quiera) .

Usamos esta expresion pues otras expresiones que podriamos dar, como por ejemplo,

- f(x) se hace tan chica como quiera — podrian dar lugar a confusion ya que generalmente

cuando pensamos en un ndmero “chico”, pensamos en un numero cercano al cero.

Ejercicio: graficar f(Xx) = e indicar |im f(x)

‘X— ‘ X—>2

Ejercicio: dar las definiciones formales correspondientes a la DEFINICION 2 . Graficar.
Tener en cuenta que esta definicion esta diciendo que para cualquier K que tomemos
(en particular para cualquier K< 0) existe un entorno reducido de X, tal que para todo X
e E*(xo; 8), el graf. f esta por debajo delarecta y=K.

Observaciones:

1) Los limites laterales pueden también ser +oo 0 -0 y en este caso el teorema 9 sigue
siendo valido: “si los limites laterales son distintos el limite ordinario no existe”.

Ejemplo:  f(x)=1/x ; lim 1. A vt
x—¥9 X
= limf(X)=+o
x>0 >
0 X
slimf(X) =- o limites laterales distintos
x>0

2) Una funcion es:
+ acotada superiormente en D si existe K tal que f(X) <K ; ¥ x eD
¢ acotada inferiormente en D si existe K tal que f(x)>K; ¥ x eD.

Luego, que f "no sea acotada superiormente” es una condicion necesaria para que el
limite de f sea + o, y que f "no sea acotada inferiormente” es una condicion necesario
para que el limite de f sea - . En ninguno de los casos es una condicién suficiente.

RESUMEN
LeR (f(x)=L,enunentorno reducido de x, )
lim f(x) =|__ +o0 ( f no acotada superiormente; en un entorno reducido de xo)
x> xo -0 ( f no acotada inferiormente.; en un entorno reducido de xg)
A (limites laterales distintos)
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2.5 Limites para X = £

En este parrafo nos interesa estudiar el comportamiento de la funcidon cuando x toma
valores cada vez més grande & cada vez méas “negativos” (negativos y grandes en valor
absoluto). Como en el caso anterior también en esta instancia ideamos simbolos que nos
permiten expresar que es lo que estamos buscando Yy cual es la respuesta.

Tenemos asi:

() lim f(x)=?  Usamos este simbolo para expresar el siguiente interrogante
X> + © . z . . P
¢,qué comportamiento tiene f(x) para x cada vez mas grandes?

(1) lim f(x)=?  Usamos este simbolo para expresar el siguiente interrogante
x> ¢ qué comportamiento tiene f(X) para x cada vez mas "negativas’?

Para cada una de estas preguntas existen cuatro respuestas posibles. Ellas son:
_a) LeR (f(x)=L,para x muy grandes)
(D lim f(x)=|[_b) +0 ( f noacotadasup.; para x cada vez mds grandes)
X> + 0 . ’
| c) -0 ( f noacotadainf.; para x cada vez mds grandes)
_d) A (f notiene un comportamiento definido, p/ x>+x)

 a) Le R (f(x)=L,para x muy "negativos")

(I limf(x) = |_b) +0  ( fnoacotada sup.; para x cada vez mds "negativos")
X2 | Cc) -0  ( fnoacotadainf.; para x cada vez mds "negativos")

d 2 ( f no tiene un comportamiento definido, p/ x>-)

En lo que sigue mostramos el significado de alguna de los resultados posibles al
preguntarnos acerca del comportamiento de una funciéon cuando la variable crece o
decrece infinitamente (las demés quedan como ejercicio):

(1a) limf(x)=L < | cuando x se hace cada vez mas grande; (1)
X f(x) se acerca al Ginico nimero L 2)
tanto_como quiera. 3)

4 “traducimos" al lenguaje "matematico".

Lenguaje coloquial lenguaje "matemético”
(1) x cada vez mas grande x>M (para M convenientemente grande)
(2) f(x) cercade L f(x) e E(L;g) (para € dado)
(3) tanto _como quiera. Ve, 3 M talque......
(esto significa que por mas chico que si x>M entonces f(x) € E (L; €)
tomemos el entorno de L; o sea, por méas Ay
chico que tomemaos g, siempre encontraremos |
en el entorno algin f(x) proveniente de un
X convenientemente “grande”.) / > X
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Luego, concluimos las siguientes DEFINICIONES FORMALES:

limf(x)=L < (I) Ye>0; IMtalque x>M = f(x) € E (L: &)
X e < (I1) Ye>0; IMtalque x>M = [fx)-L |<¢

Observacidn: en este caso la recta y =L es una asintota de la grafica de f en la region
del eje real correspondiente a valores de x “muy grandes’.

lIc) lim f(x) = -o0 <> | cuando x se hace cada vez mas "negativo”; (1)
X2 f(x) hace cada vez mas "negativo” (2)
y, tanto _como gquiera. 3)

4 "Traducimos" al lenguaje "matematico".

Lenguaje coloquial lenguaje "matematico"
(1) x cada vez mas "negativo" X< M (para M convenientente "‘negativo’)
(2) f(x) cada vez mas "negativo" f(x) <K (para K dado)
(3) tanto _como quiera. VK, IM talque.....y.“

(esto significa que por mas “negativo” que
tomemos K, siempre encontraremos X
convenientemente “negativa” tal que f(x)
sea menor que K.) e M 0 X
(Equivalentemente:
f no es acotada inferiormente en la
region del eje real correspondiente a 3 T i
valores de x muy 'negativos' ) ond aeeitesirssinenieenfonels

Observacién: en este caso la funcion no es acotada inferiormente en la region del eje
real correspondiente a valores de x “muy negativos’.

LUEGO, concluimos la siguiente DEFINICION FORMAL.:

limf(x)=- o < VK ; 3M talquesi x<M entonces f(x)<K

X> - »

Id) limf(x)= A <> cuando x se hace cadavez mas grande
x% + o0 . . ..
los f(x) no tienen un comportamiento definido

Ejemplo: f(x)=senx

lim senx=7A ; cuando x se hace cadavez mas grande sen x
X>re no tiene un comportamiento definido (oscila entre 1y -1)




> Propiedades del limite para x 2> e (usamos oo por )

En el caso de funciones con limite finito para x = oo, valen los teoremas1;2y 3
Sean f y g dos funcionestalesque; Ilimf(x)=A y Ilimgx)=B.

X> o X> o©
TEOREMA 1: lim [f(x)+g(X)]=A+B.
X>
TEOREMA 2: lim [f(x).g(X)]=A.B.
X> o

TEOREMA 3: lim [f(X)/g(xX)]=A/B ;[siempreque B#0]
X>00

2.6 Casos Generales de Indeterminaciéon

A partir de ahora con la letra p nos referimos indistintamente a un punto Xo 0 + .
En lo que sigue p y las funciones f, g ; h y k verifican las siguiente condiciones:

o limf(x)=+w; limg(x)=+x; limh(x)=0: limk(x)=L (L=0)
X>p X>p X>p x>p

+ Bajo estas condiciones: ¢gqué pasa con los siguientes limites?
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Limite Resultado
o lim [f(x) + g(x)] = + o0
X>p
o lim [f(x) - g(x)] = INDETERMINACION [ - ]
X>p
. xll;:\ [ f(x)/g(x) 1= INDETERMINACION [« /o]
©olim [ f(x).9(x) ] = + o
X>p
lim [ h(x).f(x) ] = INDETERMINACION [ O . o ]
X>p
lim [ f(x)*® ] = + o
X>p
*lim [ h(x)f®™) ] = 0
X>p
lim [ f(x)"™) ] = INDETERMINACION [ »° ]
X>p
lim [ h(x)"®) ] = INDETERMINACION [ 0° ]
X>p
0 [ para0 <L <1]
lim [ k(x)f®™ 1= INDETERMINACION [ para L=1]
X>Pp + 0 [ para L>1]
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Ejemplo:  Indeterminacion del tipo 1 : f(x)= (1+1/x)”*

+ 00
||m [(1+ 1/x )X] — el resultado de este limite es el nl]mer‘g e
X>+ 0
\1
En general tenemos: lim (1+ 1 )t
X> p £(x) = lim (1 + 1 )f(X): e

. X>p f(X)
y J;mpf(x) = +o0

NOTA : lademostracion o prueba de los limites de la forma f(x)% , la hacemos a
partir de la siguiente propiedad del logaritmo y su inversa la exponencial:

b log a b

a -e - e b.log a

2.7 Propiedades de Funciones Continuas y Discontinuas
2.7.1 Discontinuidad en un Punto

DEFINICION

Discontinuidad f discontinua en X < f no es continua en X,.

4 Estudio general de las discontinuidades.

Ejemplo 1: f (x) = 2x+3 - lim f(x) =5
x>1
Ejemplo 3: f(x) = x> +2x -3 > lim f(x) =4
x-1 x>1
Ejemplo 5: X+3; x=#1
f(x) =
1 ;x=1 > Ilmif(x)=4
x>1
Ejemplo 6: f(x) = 2> lim f(x) =
jemp %) =[x] im 19 = 2 N —
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RESUMIENDO:
Ej. 1 Ej. 3 Ej. 5 Ej. 6
f(1) 5 i 1 1
L 5 4 4 i
¢ F(xo)= L7 S| NO NO NO
¢ f continua en x,? Si NO NO NO
continua discontinua discontinua discontinua
gréafico continuo “agujereado” | “agujereado’ “salto’

+ Si nos fijamos en las discontinuidades presentadas en los ejemplos, vemos que no
revisten la misma "gravedad"”. Podemos decir que la discontinuidad del ej. 6 ("salto™)
es "irremediable”, mientras que las de los ejs. 3y 5 son “evitables"; una pequefia
modificacion de la funcion la puede transformar en continua. Asi redefiniendo f de
tal manera que f(1)=L, las funciones se "continuizan".(se salva la discontinuidad).

+ ;qué permite "continuizar" una funcién?: el hecho de que existe limite.

+ Tipos de discontinuidades

EVITABLES - siexiste limite para x2>X, (Ejs3y5)
INEVITABLES - no existe limite para x2>x, (Ej6)

2.7.2 Propiedades de las funciones continuas

Acotacién de funciones y continuidad:
Retomamos el concepto de funcion acotada a los efectos de ampliar el mismo e investigar
la relacion entre este concepto y la continuidad. Recordamos que:

f acotada superiormente en D si existe K tal que f(x)<K; VvV xeD
+ f acotada inferiormente en D siexiste K talque f(x) >K; V x eD.
¢ f acotada en D siexisten K; y K, talque K;<f(x)<K,; VxeD, 6,
equivalentemente si existe K talque |f(x) | <K;V xeD

De las definiciones se desprende que una funcién es acotada (superior y/o inferior) si y
solo si su imagen es un conjunto acotado (superior y/o inferior). Luego, para analizar el
caracter de una funcion en este sentido, basta con analizar su conjunto imagen.

Asi, son ejemplo de funciones:
- acotadas: seno (Imsen:[-1,1]); coseno ( Imcos: [-1,1]);
arc tg. (Imarc tg: (- n/2; ©/2) )
- acotadas superiormente : - x> (Imf: (-0, 0]); senx; -e* (Imf: (-0, 0) );

- acotada inferiormente: e* (Imf: (0, +); x* (Imf: [0, +0); sen x.
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Observaciones:
Tanto el seno como el arc tg son funciones acotadas, pues su conjunto imagen también lo
es; pero no presentan el mismo "tipo™ de acotacion. Asi:

Imsen =[-1; 1] (intervalo cerrado) ; Imarctg = (- n/2; n/2) (intervalo abierto)

- cotas superiores de Imsen: :

5 ; 3/2 ;1.3 ; 1 (menor cota superior)
- cotas superiores de Imarctg: 5;

T
n; 5/2; 1.6 ; ©n/2 (menor cota superior)

Si un conjunto es acotado (0 acotado superiormente) tiene infinitas cotas superiores vy,
entre todas ellas existe una que es la menor de todas. EIl caracter de esta cota depende del
conjunto imagen, si es cerrado o abierto, ya que como puede verse de los ejemplos la
menor cota superior coincide con el extremo superior del intervalo imagen . Luego, y en
relacion al valor de la funcion en este punto, puede darse que la misma esté definida en él
(si el intervalo imagen es cerrado superiormente) o no (intervalo abierto).

Asi; Imsen=[-1;1] = existe x*x Df tal que sen x* = 1 (menor cota sup.) ( X*=1/2)
Im arctg = (- n/2; /2 ) = no existe x*x Df tal que arctg x* = m/2 (menor cota sup.)

Observamos lo mismo en el caso de una funcion acotada inferiormente; en cuyo caso
existe la mayor cota inferior en la cual, la funcién puede o no estar definida.  Para
distinguir estas situaciones introducimos nuevos conceptos

DEFINICION

supremo ¢ Supremode f (sup. f): menor cota superior del conjunto Imf.

infimo + Infimodef (inf. f): mayor cota inferior del conjunto Imf.
DEFINICION
¢ si existe x* tal que sup f = f(x* ) entonces al supremo de f se le
maximo da el nombre de ‘méaximo de f* , que se indica: max f.
minimo * si existe x** tal que inf f = f(x** ) entonces al infimo de f se le da
el nombre de ‘'minimo de f* , que se indica: min f.

Equivalentemente :

e El ‘'maxf” esel mayor valor de la funcién en todo su dominio; o sea,

M=méaxf < existe x* € Df tal que M=f(x*) y f(x*) > f(x); Vx e Df
¢ El 'minf” esel menor valor de la funcion en todo su dominio,

m = min.f < existe x**e Df talque m=f(x**) y f(x**)<f(x); Vx e Df

Vemos a continuacion otras propiedades importantes de las funciones continuas, particularmente
aquellas que tienen que ver con la acotacion de la funcién.
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TEOREMA 14 : f continua en[a;b] < f esacotada en[a;b] (s/d)

O sea, toda funcién continua en un intervalo cerrado y acotado es

una funcion acotada en ese intervalo.
= Por otro lado una funcion acotada en cierto domino tiene, cuanto menos, supremo e
infimo. Si bien este dato es importante en si mismo, mucho mas util es saber si la funcion
tiene maximo y/6 minimo. Luego, ¢existiran propiedades de la funcion que permitan
decidir cuando una funcion tiene maximo y minimo?.

TEOREMA 15 : ( de Weiertrass) (s/d)

Si fes continua en [a; b] entonces existen maximo y minimo absolutos de f en [a; b].

Observaciones:

que la funcién alcance un valor maximo y un valor minimo en ese dominio.

2) El intervalo debe ser cerrado y acotado, la continuidad sola no garantiza la existencia
de extremos absolutos. Asi por ejemplo, f(x) =log x con Df = (0,1] es continua pero no
tiene minimo en ese dominio (no esta acotada inferiormente).

3) La funcidn debe ser continua, un dominio cerrado y acotado no garantiza la existencia
de extremos. Asi por ejemplo, f(x)= 1/x, f(0)=0, con Df = [-1,1] no tiene maximo ni
minimo, pues no es acotada en un entorno del cero.

4) Observamos también como, si modificamos el dominio, funciones con la misma ley
puede pasar de continua a discontinua y viceversa. O sea, comprobamos nuevamente la
importancia del dominio en la definicion del concepto de funcién, como influye en el
caracter o propiedades de la misma y comprendemos la atencion prestada a este punto en
el capitulo 1, donde insistimos en que una funcién es mas que la ley de correspondencia,
que el dominio es parte constitutiva del concepto, con peso propio.

- f(x) = 1/x, f(0) =0, con Df =[-1,1]; no tiene maximo ni minimo.
- g(x)=1/x, g(0)=0, con Dg =[ 0,1]; no tiene maximo, si tiene minimo: min.g=g(1) = 1
- h(x)=1/x, con Dn=[%,1]; tiene maximo: max. h= h(%)=2

tiene minimo: min.h =h(1)=1

-
-
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-
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|
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TEOREMA 16 : ( de Bolzano) (s/d) y

¢ f continua en [a; b] f(b)
= d ce(a;b) talque f(c)=0

+ signo f(a) = signo f(b) -
(f(a) {(b) <0) @ o — =

Observaciones:

1) Siuna funcion f es continua en [a;b] y, porejemplo, f(a)<0 y f(b)>0 entonces
cortar al eje X; 0 sea, cada vez que una funcion continua en un intervalo tenga signo
distinto en los extremos del mismo estamos en condiciones de asegurar que la funcién
tiene al menos_ un_cero en ese _intervalo.

2) Para una funcion f discontinua en un_ intervalo el hecho de que tenga signo

distinto en los extremos del mismo no permite asegurar nada respecto de la existencia
de ceros.

f(b)
f(b)

} " —) -
f(a) ..a/ " f(a)......ia/c b X

3) este teorema facilita la deteccion de ceros de una funcidn y resulta particularmente Gtil
cuando las férmulas o métodos de calculo que conocemos a este efecto (resolverte de la
ecuacion de 2do grado, Ruffini para ceros de polinomios, etc), no pueden ser
aplicadas .

Asi por ejemplo dado p(x)=25-x3+35-x?-4.x - 5.6 , tenemos que:

- p es continuo en todo los reales; luego, es continuo en cualquier intervalo
cerrado.

- p(-2)= -576 y p(-1)=84 ; p continuoen [-2,-1]

Luego, p presenta una raiz o cero en el [-2,-1].

Ejercicio: - Demostrar que p tiene otra raiz real en el [-1,0].
- ¢tiene p otra raiz?; ;real o compleja? .; ¢ en qué intervalo ?
- p(-1.5) =-5.225 . Este dato, ¢Qué informacién proporciona?.



157

TEOREMA 17 : ( del valor intermedio )

¢ f continua en [a; b], f(a) = f(b)
= 3 c e (a;b) tal que f(c) =k
¢ ke R unnumero entre f(a) y f(b)

ty
Demostracion : f (b) :
Suponemos f(a) < f(b) . k
En tal caso, para k tenemos: f(a) < k < f(b)
Definimos g(x) = f(x) — k f@ P "/
¢ gcontinua en[a; b] |soLzano ; c' bv X ]
¢ g@="fa)-k<o0 = d ce(a;b) talque g(c)=0

¢ gb)=fb)-k>0
pero, g(c)=f(c)-k => f(c)-k=0 = f(c)=k

Corolario:

Dada f continua en [ab] con my M, minimo y maximo absolutos de f en [a,b] ,
entonces f toma todos los valores comprendidos entre m y M; es decir, Imf=[m, M].

> Comportamiento de f en un entorno de un punto de continuidad.

Dijimos que las 3 condiciones que caracterizan la continuidad en un punto pueden ser
resumidas enunasola: f continuaenx, < Ilim f(x) =f(xy).

X—>Xg
Dicho de otra forma, f continua en x,, si yso6lo si para x suficientemente préximo a Xo,
f(x) resulta proximo a f(X,); o sea, si para x suficientemente proximo a x, , f(x) difiere
de f(Xo) en una cantidad “infinitesimal”
En el siguiente teorema esta idea (X = Xy entonces f(x) ~ f(xo) ) se formula a través de
una expresion algebraica, hecho este que resulta de gran utilidad a la hora de “operar
algebraicamente “ con el concepto de limite, hacer demostraciones.

TEOREMA 18 : ( de escritura fuera del limite)

ggnxg X)=L = f(X)—L=g(x), con g infinitésimo para x> X (*)

(*) decimos que € es un infinitésimo para x> X, si ysélo si lim € (x)=0
X->X0

demostracion:
si g(x)=f(x)-L,
y aplicamos limite a ambos lados: XI;rr;@ e(x) = J(ILT)](O( f(x) -L )

XIlemXO ex) = !(Ig;of(x) - !(IQ?(OL (por teor. 1 de limite)

lime(x) = L - L

X->X0

limegx) = O

X->X0

Luego, f(x)—L esun infinitésimo para x> X, y podemos escribir, f(X) =L + & (X)
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Corolario : si f es continua en x, entonces :
f (x) =f (Xo) + &(X), con € un infinitésimo para x> X, (f(X) = f (Xo) )

Observacion:

Los infinitésimos juegan un rol muy importante en la teoria del calculo diferencial a la vez
que proporcionan una herramienta muy Util para el analisis del comportamiento de una
funcion. A esto Gltimo también contribuyen los infinitos.

En lo que sigue definimos y analizamos la utilidad de estos conceptos.

2.8 Infinitésimo e Infinitos

2.8.1 Infinitésimos

DEFINICION:  f esun infinitésimo parax=>p < |im f(x) =0
X—=>p

Usamos la letra p para referirnos indistintamente aun nro, + o 6 - .

Una funcién cuyo limite es cero para x->p, es una funcién cuyos valores se hacen
“infinitamente pequefios” al desplazarse x en el sentido indicado, de alli que le damos el
nombre de infinitésimo.

Ejercicio:
para las funciones a continuacion te pedimos que analices si existe "p” tal que la misma
resulte un infinitésimo para x> p.

senx ;  X-2x+1: 1x: Inx; €

»> Comparacion de infinitésimos.

El cociente de dos infinitésimos es una forma indeterminada (0/0), siendo por lo tanto
imposible establecer, a priori, sin efectuar el limite, cual puede ser el resultado del mismo.
Sin embargo una vez calculado, su valor proporciona una informacién muy rica en

cuanto al comportamiento de uno de los infinitésimos con respecto al otro.
y4

: . _senx
Por ejemplo vimos que |im —— =1, y que

x—0
este resultado nos dice que en un entorno del
origen, sen X =~ x; 0 dicho de otra manera, que
sen X se aproxima a cero practicamente con |
la misma rapidez con que lo hace X’s. —— -
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Si hacemos el gréfico de los infinitésimos T T '
x>y x vemos que no sucede lo mismo,
que x° tiende a cero mucho mas rapido que x.
¢ Qué sucede en este caso con el limite? f f ! 1
2
lim *— = lim x =0
x—0 X x50

O sea, vemos que el limite del cociente entre dos infinitésimos brinda una herramienta
para “comparar” el comportamiento de uno de ellos con respecto al otro.

» Siendo fy g dos infinitésimos para x> p, decimos que:

1) f y g son infinitésimos equivalentes si : lim T _ 1
X—p g(x)

2) f y g son infinitésimos del mismo orden si : lim @ =L=%0
X—>p 9(x)

3) f esun infinitésimos de orden superior a g si : [|im T _ 0
X—p g(x)

4) g es un infinitésimos de orden superior a f si : |im T _ 0
X—>p 9(x)

- - f(x)

5) f y g noson comparables si : lim —~ = A

X—p g(x)

Ejercicio:
a) analizar que informan (3) y (4) acerca del comportamiento de g con respecto a f.

b) La identidad, Id (x) = x , es infinitésimo para x>0 el cual recibe el nombre de
“infinitésimo fundamental”, pues es el que normalmente se usa para “comparar’ con
otro cuya rapidez de convergencia a cero se quiere estimar.

Te pedimos que, entre los infinitésimos para x>0 indicados a continuacion, establezcas
cuales resultan equivalentes al infinitésimo fundamental:

senx; x.€; tgx: x-x; 2x-x%:; x*-x¥; x.senlix ; x.cox(tg>x).
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2.8.2 Infinitos

DEFINICION: f esuninfinito para x=>p < |im f(x) = ©

X—=>pP
Usamos la letra p para referirnos indistintamente aun nro, + o 6 - .
Usamos el simbolo oo para referirnos indistintamente a+ o ¢ - .

Una funcion cuyo limite es + 0 ¢ - oo para Xx—=>p, es una funcion cuyos valores se hacen
“infinitamente grandes” (en valor absoluto) al desplazarse x en el sentido indicado, de
alli que le damos el nombre de infinito.

Ejercicio:
para las funciones a continuacion te pedimos que analices si existe "p” tal que la misma

resulte un infinito para x> p.
sen X X% -2x +1 1/x%> :© Inx ; &

Al igual que los infinitésimos, los infinitos se pueden “comparar” y establecer asi con que
rapidez van creciendo sus valores.

> Comparacién de infinitos.

Siendo fy g dos infinitos para x> p, decimos que:

1) f y g son infinitos equivalentes si : lim S =1
X—p g(x)
2) f y g son infinitos del mismo orden si : lim T _ L=0
X—>p g(x)
o : . . f(x)
3) f esun infinito de orden superior a g si : lim =0
X—>p g(x)
4) g es un infinito de orden superior a f si : lim o9 =0
X—p g(x)
- . f(x)
5) f y g noson comparables si : lim — = 7
X—p g(x)
Ejercicio:

a) analizar que informan (1), (3) y (4) acerca del comportamiento de g con respecto a f.
b) Laidentidad, Id (x) = x, es infinito para x> oo el cual recibe el nombre de “infinito
fundamental”, pues es el que normalmente se usa para “comparar” con otro cuya
“rapidez de crecimiento” se quiere estimar.

Te pedimos que, entre los infinitos para x> o indicados a continuacion, establezcas
cuales resultan equivalentes al infinito fundamental:
4x-2 : X + 1000 , X3+ x ; x?-x3: x.%2sen1/x ;

e x.2 sen 1/x e* : In X.

(para las dos Gltimas funciones decidir por “comparacién” de “graficos”)
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2.9

1)

2)

Ejercicios: limite y continuidad

Si lim f(x) =4, se pide:

X—3
a) Explicar, en palabras, que dice esta expresion acerca del comportamiento de f

b) En un sistema coordenado Xx-y marcar sobre el eje X un entorno cualquiera
de Xx,=3. Sefalar luego una region del plano en la que con seguridad se

Identificar una region del plano la cual contenga parte del graf f.

c) Graficar, si es posible, una funcion que se comporte segun lo que indica
este limite y tal que f(3)=2.

d) Si g(x) =f(x) + 2:¢ cuanto vale |img(x) ?.

X—3

e) Si h(x)=f(x)+ 4 y [imh(x)=10, ¢cuantovale g ?.
X—3

f) Si k(x)=f(X)+ @ y limk(x)=0, ¢cuantovale o ?.

X—3

Un artesano debe cortar cierta cantidad de piezas cuadradas de una plancha de
metal de 5 cm. de ancho. Para ello realiza marcas sobre la misma, las cuales,
debido a errores propios del sistema que emplea, no resultan todas de igual
longitud; es decir, no todas las piezas quedan con un largo exacto de 5cm.
A
i 5cm.
v
>
Xcm

a) ¢ Qué area (A,) deberian tener exactamente los cuadrados ? .

b) Si indicamos con x el largo real de cada corte, expresar A (area real de la
pieza) en funcion de x, A =f(x)

c) Si laobraque el artesano desea realizar soporta una diferencia de + 1 cm?
en el &reade cada pieza, ¢ cudl es el rango, en cm., en que puede variar la
longitud del corte de modo que la pieza sirva, aun cuando no resulte
exactamente cuadrada ?.

Sugerencias:
i ) Hallar el intervalo de valores admisibles para A. (;con que otro
nombre, que no sea el de “intervalo”, podemos nombrar este conjunto ?. )

ii) Enun sistema coordenado x-A graficar el conjunto obtenido
en (i).

iii ) En el mismo sistema graficar A como funcion de x.

iv ) Obtener, grafica y analiticamente, los valores admisibles para x
segun las condiciones de trabajo planteadas.

d) En términos de la definicion &-8 de |im A(X) =L, ¢quién es L en este

X—5
caso? ; ¢ quien g ?;¢ cudl el & que le corresponde ?.
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3) Para los valores de a, c y € y las funciones que se indican a continuacion,

determinar graficamente, de ser posible, un E*(a, r) tal que:
“si x X E*(a,r) entonces f(x) X E(c,g)’

a) f(x)=x+2 ; a=2;c=4 ,e=%

b) X+ 2 X#2
f(x) =
1 ;x=2 ; a=2;c=4 ,e=%

C) f(x)— x° 4' =2 ;Cc=4 ,e=%
X<2
f(X) { X>2 ; a=2;c=3 ,e=2
; X<2
f(X)_{ ; X>2 ; a=2;c=3 ,e=%

4) Estimar a partir del grafico de fsi existe lim f(x). Indicar el valor (si existe).

Xx—0
2) f0)= f) f(x)=2M™
X+ 2
2 il
b) f(x) = H g) f(x)= 2X
c) f(x) = e* + h) f(x) = (2 x-1)°
d) f(x) = /25 — x? i) f(x) =In (x+1)

e) x+1 ; x<0 )
f(x)=< -3 ; x=0 X+3 5 x>0
e x>0 f(x)=

2X

5) Dado el gréafico de f, se pide:

—2x* 4+ 2x-5

Indicar el domino y analizar la existencia de limite de la funcion para x - a,

para a=-4,-3,-2,-1,0,2,4, 6. Siexiste el limite, indicar su valor.

6

4
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6 ) Dada f con dominio en el

[0;5] VY limf(x)="f(2) se pide indicar si las

X—2

siguientes afirmaciones son verdaderas (V) 0 falsas (F) justificando las respuestas
con alguna propiedad, teorema o definicion si es verdadera y con un contraejemplo

en caso de no lo sea.
a) f es continua en x,=2.
b) f es continua en [0;5] .

c) Si x=2+Ax con Ax=0 entonces f(x)=f(2).

d) Si p(x) =f(x)+3 entonces [im p(x)="F(2)+3.

e) Si q(x)=f%(x) entonces |im q(x)="Ff2(2).

X—2

f) Si g(x)=-1- entonces g es continua en X, = 2.

f(x)

g) Si h(x)=f(x) entonces h es continua en X, = 2.
h) Si f(x)>0 , wx e[0;5] entonces h(x)=4f(x) escontinua en X, =2 Yy

lim hO) = lim VF) = [ lim f(x) = Jf(2)

X—2

X—2

i) Si f(x)>0, wx e[0;5] entonces k(x)=In (f(x)) escontinua en X, =2 Yy

lim k(x) = Iimzln(f(x)) = m{ lim f(X)} = In[f (2)]

X—2

X—2

7) Indicar V 6 F, justificando con algin teorema, definicién, propiedad 6

contraejemplo:

a) lim [3x2—x+2J:4

Xx—1

. X2+ b+
b) lim =

x>2 X +5 7

¢) lim log (x+1)=1

X—0

d) [lim log (x+1) = log (X, +1)

X—>Xq

8) Calcular los siguientes limites:

a) lim [C-Bx3 —2x—1J:

X—2
2
X< +3
b) lim =
x—>0 X—2

¢) lim cos (9% -m) =
X—>7
cos X +1

d) im
x—3n/2 SenX

h) lim Vx =5
X—>25
) lim Vx =%,
X—)X0
2
- X
lim —— =100
) x—10 logx
3
K) lim
x—-10 log X

= -1000

i) lim (x? -3)13 =
X—2

. ] X+ 3
J) lim s =
x—>-3x° -1

In x
K) i -
) )![)nl 3x+1

) lim sen (ax) + 1=
x—0
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ngs X+5 X+2

e) lim16 X = m) lim ( ) -
X—2 Xx—0\3 — X

f) lim (2senz+2z%) n) lim In(4x—10] —
z—0 X—5 X

9) lim (2x + 3)4)(_5 = 0) lim In(2x2 + 3% +1):
X—1 x—0

h) lim sen(@z)+a _ p) lim In(2x2 +3a% +1):
750 2+1Z a—0

2 J—
9) Dadas las funciones F(x) = W y G(X)=x+6 se pide:

a) Analizar si F esta definida en x,= 0. ;La no existencia de la funcién en un punto implica
la no existencia de limite en dicho punto?.

b) Analizar si F y G son funciones iguales. Si no lo fueran indicar en que difieren .
Graficar ambas.

c) Analizar laveracidad de esta afirmacion: [|im F(x) = lim G(x). Calcular |im F(x).
x—0 x—0 x—0

x-1

x2—1

10) Dadas las funciones F(x) = y GKX)= ﬁ se pide:

a) Analizar si F esta definida en x,= 1. ;La no existencia de la funcién en un punto implica
la no existencia de limite en dicho punto?.

b) Analizar si F y G son funciones iguales. Si no lo fueran indicar en que difieren .
Graficar ambas.
Analizar la veracidad de esta afirmacion: |im F(x) = lim G(x). Calcular |im F(x).

X—1 X—1 X—1
11) Calcular: .
2 . . X~ —8
a) |Imu i) lim >
x—0 3x Xx—>2x° -4
2 . . x4 -16
b) Jim >——X )olim———
x-—>1 3X—3 X2 X< —2X
2 2 _
o) lim " K lim ——
X2 X—2 x—3 2 X 4X -6
1/2 3 2
. X -1 . X7 =X =x+1
d Jim>——= ) lim .
X —>1 X -1 X—1 Xxc -1
X 2
e) lim—— . (3+h)c -9
1/2 m) lim——
x—=0 (x +1) -1 h—0 h
(2-x)H2 1 x+h)2 —x?
f lim———— 0 i Mt
x—1 x-1 h—0 h
2
. X° —-4x+4 -1 _g-1
9) I'mz— 0) lim Cadl, 3
x=>2  x° -4 h—0 h
. 3x?% +2x-1
h)  lim ———— o) lim| —— - —2
Xx—>-12x“ +5x+3 x—1 X=1 x2 _1
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x 2 +a.x+a-10

L.

12) Analizar si existe un nimero real “a” tal que |im
x—>2 X2 +2x-8

Si existe indicar quienes ‘a” y quien “L°".

13) Mostrar por medio de un ejemplo que |im [f(x)+g(x)] puede existir aunque

X—=Xg

no exista lim [f(x)] ni lim [g(x)]. (Sugerencia: considerar la funcién signo ‘SG").

X=X X=X g
14) Calcular.

a) lim ——.

t>9 3—4/t f) xlinn sen(X + sen x)
9-t

b) lim . X< =X

t>03—+/t 9) )I(ILnle
_ _ ,

¢) lim X2 2 h) lim In(1-tg“ x)

X—=2 X% +4 Xx—0
2
- x2 -4

d) Iimz_‘/; i) lim arctg (——)

x4 X—4 X2 3);- - 6x
. . X_

&) lim -4 ) lim In ( )
m x—0 X< =1
X—>42+\/; )

. X —

f) lim arcsen(x? -1) K) lim In ( )

x—1 x—1 X< -1

15) i) Indicar verdadero o falso justificando la respuesta:

senf(x) senf(x) _

Vim0 9 limfeo=r = lim=
T s < T
ii) Calcular:
) i, o
R - L e
) I o O Gy lm S
d) fim &) 0 lim m) lim 90

x—0 sen(4x) x—0 tgx x—>0  sen(x)
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16) i) Graficar una funcion “f° con dominio en el [0 ;6] tal que:
f0)=4; lim f(x)=4; f(2)=5; lim f(x)=6; lim f(x)=2; f(6)=3
x—07" X—>2" x—2%

¢ Es f continua en [0; 6] ?.¢ Porqué ?.

i) Analizar la existencia de limite para la funcion y el punto que se indican

a) In (x*+1) ; x<0 ol (x2 41
f(x) = e) f(x)= ||(—+) © (Xo=0)
(Xo=0) X x>0 X
b) x+t3 ; x<100 sen x + |sen x|
f(x) = f) f{x)= ——— ; (X=0)
(Xo=100) [2x-2 ; x>100
c) et ;x<1 9) x*+4  ;-5<x<0
f(x) = f(x) = 2 ; x=0
(Xo=1) 1/(2-x) ; x >1 senx+4 ; 0< x<5

(X=0); X1=7); (X2=-1)

d) {x+4 ;X< 0

f(x) = h) x-950 ; x<10°
(X=0) | x+8 ; x >0 f(x) = 50 ; x=10°
logx ; x>10°

(Xo=10° ) ; (x1=10%) ; (X,=10%)

i) Si con [x] indicamos el mayor entero que es menor o igual a x, hallar,
si existen, los siguientes limites: (sugerencia: graficar las funciones)

lim [x]; lim [x]; lim [x] ; lim [x];
x—3t X33~ X—3 x—3,5

lim [x)}(x=3);  lim [x].(x-3); |im3[X]-(x—3)

x—3+ Xx—3" X—

17) Enlateoriade la relatividad, la formula de la contraccion de Lorenz

5 L,= longitud del objeto en reposo
L=L, 1—(V42) ¢ = velocidad de la luz

expresa la longitud "L” de un objeto en funcion de su velocidad “v “ respecto a
un observador.

a) ¢ Cual es el dominio natural de esta funcion ? .
b) Analizar cual de los limites que se proponen a continuacion “tiene sentido’,

calcular aquél que cumpla esta condicion y luego interpretar fisicamente el
resultado obtenido:
lim L ; lim L ; limL

voct voe v—C
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18) La funcion f(x) =sen (n/x ) no esta definida en x,= 0. En funcion de ello se
decide estudiar su comportamiento para x->0". Para ello, y en una primera instancia,
se acude al analisis numérico de los datos proporcionados por las siguientes

tablas de valores (completarlas).

TABLA | TABLA I
X Sen (n/x) X sen (w/x)

1 Sen(n)=0 2 sen (n/2) =1
Ya Sen (2n) 2/5 sen (57/2)=1
1/3 2/9

.............. 2/ 13
20 | e
1/n 2/ (1+4n)

a) En funcion de la informacion proporcionada sélo por la TABLA 1, ¢qué
podriamos llegar a concluir acerca del comportamiento de f para x> 0" 2. Con
base a la informacién proporcionada por las dos tablas realizar una conjetura
acerca del comportamiento de f para x-> 0".

b) Analizar el siguiente grafico (grafico de f) y decidir luego acerca de la validez de
la conjetura hecha en el item anterior. Finalmente, concluir acerca del

lim sen(Z/) Y lim sen(7/,)

x—0+ Xx—0

19) i) Para los siguientes limites analizar cual de ellos admite ser resuelto aplicando el
teorema 2 (limite de un producto, pag. 134) o el teorema 13 (de encaje o
intercalacion- pag. 141). Calcular los limites aplicando el teorema que
corresponda en cada caso.
( Sugerencia: recordarque |sena| <1 VaeR)

8) lim [x?.sen(%/) | =

X—0

b) lim [(X—l).sen(%)]z

X—1

¢) lim[x](x-3) =

X—>3

ii ) Explicar porqué es verdadera la siguiente afirmacién:
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® Si fy g son tales que [f(x)| <k para todo x en unentorno de “a” (k=cte)

y lim g(x) =0 entonces lim f(X).g(x) =0 .

X—a X—a

20) Hallar gréaficamente (si existen), el o los valores de “a” para los cuales

lim f(X) = +c0
X—a (—oo)
L ! -2 1, 1
a) fx)=— ¢ f(x)= +2 e) fx) = f= L+
) =5 9= R e TR Sl v
b) f(x)= — d) f(x)= — £) £ = | tg x| hf(x)= X5
|x -2 x? +1 ox? 44

21) Graficar las siguientes funciones y leer del gréfico los limites indicados:

] ] ] Xx—-4
a) lim Inx ¢) lim tgx e) lim 5
x—0" T xs2- X7
X—>=
2
. ) . X—4
b) lim (-Inx) d) lim tgx f) lim N
Xx—0" xaE_ x—27F B

22) Si limf(X)=400 O lim f(X)=+400 O lim f(x)=+0 , entonces la recta

X—a (—0) x—at (—0) X—>a~ (—o)
X =a €S una asintota vertical para la curva correspondiente a y = f(x). Para las
funciones que se dan a continuacion se pide indicar (si existen) las ecuaciones de

las asintotas verticales.

_ 1 _ 3x-5 _ _ x-1
a) f(x)—E c) f(x)= o a e) f(x) =In (x-3) g) f(x)= N

1 _ 3x-5 _x? -1 1
b) f(x)-|X_2| +2 d) f(x)= 5% 10 f)f(x) = 1 h) f (x) = e

23) Graficar y determinar del gréfico si existe |im f(X) y Ilim f(X)

X —>+00 X —>—00
X
RO T B T RV S R T R R [ s
X 8 X+1
b) f(x)=i+2 e) f(x)=x*-1 h) f (x) = senx k) f(x)=e™

c) f(x)=3 f) f(x)=-x?2 i) f(x)=Inx 1) f(x)=sen(n/x)



170

24) Si |lim f(xX)=k 0 lim f(x)=k, entonces la recta y =k es una asintota
X—>—+00 X—>—00

horizontal para la grafica de la curva correspondiente a y = f(x) . Para las funciones

que se indican a continuacion se pida dar (si existen) las ecuaciones de las asintotas

horizontales.

_ 1 _ X _4X . _ 3 -5
a) f(X)—X_ d f(x)=e g)f(X)—ST J)f(X)_2X+4
2
b) f(x)= v2 g f=X"2  hig=X "t K) fO)=e*+2
X—-2 X x-1
c) f(x)=3 f) f(x) = arctg x i) f(xX)= Inx ) f(x)= sen x

25) Completar el cuadro adjunto, realizando primero las graficas correspondientes:

a>0 a<o
lim ax" = lim ax" =
n par X —>—o0 X —>—o0
. n . n
lim ax’ = lim ax’ =
X —>+00 X —>+00
. n . n
lim ax = lim ax =
) X —>—0 X —>—0
n impar ) n : n
lim ax = lim ax =
X —>—+0 X—>+00
. . f(x .
26) Si f y g son dos funciones tales que lim Qzl decimos que f y gson
X —>+00

funciones “equivalentes” para x > +o0 ; 0 sea, son funciones que para valores muy
grandes de x’s tienen practicamente “el mismo comportamiento”, por ejemplo, si una
tiende muy lentamente a infinito la otra también lo hace.

f(x) f(x)

Efectivamente, que |lim — - =1 indica que — =1;0sea, que f(x) = g(x)
x—+o0 (X g(X
a) dados p(x) =3x°+15x*+4x*+3 yq(x) =3 x> demostrar que p y q son

equivalentes. Usar este resultado para concluir acerca del [im p(Xx) .
X—>+00

b) dado p(x)=a X" +an. x"t+...... +a; X +a, analizar si la siguiente afirmacién
es verdadera o falsa justificando la respuesta.

lim p(x) = Ilim a x"
X —>+400 X —>400
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27) Calcular:
5 2 X3
a) lim (3X —4x° + 8) = h) lim ; _
X X—>—0 X< +1
_ 3 _
) lim (X" =4 +3) = i) lim X2+2X33 _
X X —>+400 X< 4+ 2X
4 3
c) lim (5)(7 + 8X3 —3X + TC) = D) lim ); + 56X +3 _
X —>—00 e 3 B 7w 1
_ay2 _
d) lim (-2x> +4x+In3) = 0 1im : 2x+3 _
o x—>+0 0.5.X° +2x -1
3x?% +8x —1 2 (x — 8)35
O Mmoo i ) lim (—)35
X—>+0 3X” —8X +1 Xx—+0 (X —1)
2 3
3x° +8x° -1 t—3).(t—-4
f) lim 3 - m lim ( ).( )
X—+0 3X° —8x +1 t—>+o0 3t (t+1)
® 3
9 -3t (_ 33
T n)  lim %
t— 400 3.t oo P

28) Limites del cociente de funciones, en general.

Completar la tabla que sigue, teniendo en cuenta que con p indicamos un punto X, ,
+0 6 -0 y, con oo nosreferimosa +wo 0 el - oo.

Caso 1 Caso 2 Caso 3 Caso 4 Caso 5 Caso 6 Caso 7
Lim f(x)= | L1 L1#0 0 0 L1#0 0 0
X>p
Lim g(x)= | L2=0 0 0 0 0 0 0
X2>p
Lim f/g = 0 o0
X2>p
Si: Si:

En base a la tabla calcular los siguientes limites.
En caso de ser posible graficar las funciones y verificar los resultados, tanto los de
los ejercicios como los de la tabla:

. 4 ) -4 ) X
a) lim —= c) lim —= e) lim — =
X—+400 X X400 %X x—0* In X
4 In x 2%
x—0] X | Xx—>0 X x—0 3
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29) Hallar los puntos de discontinuidad de las siguientes funciones (si existen).

Clasificarlos.
a) f() = )2( f) f(x)= sen(x + senx)
_ f — 1/X
D) Fo0 = X 2 g9 f(x)=e
X< +4 h) f(x) =tg x
2 . 3.t
9 foo= X ) 1= Y
X -2 1
4 . X -
d f(x)= -~ D ofx) =
) ) X2 —4x+5 x? -1
k) f(x) = In(x? +1)
4
e f(x)= - ) f(x)=1/In(x? +1
(x) 2 _ax ) f(x) n(x* +1)
sen.4x 2 _
m) X 0 n) T - 2x P X #£2
X—=2
f(x) = f(x) =
1 ix=0 2, x=2

30) a) Analizar la continuidad en el punto que se indica en cada caso para las
funciones del ejercicio 16 (ii)- pag 167. Clasificar las discontinuidades.
b) Idem para x =0 y las funciones del ejercicio 4- pag 163.

31) Hallar el valor de las constantes de modo que las funciones definidas a
continuacion resulten continuas en R

sen.dx « x2 _9

a) #0 b) X #3
X X -3
f(x) = f(x) =
A ;x=0 A ;x=3
c) rxz.seni;x;to d) ( E x>1
X X
f(x) = < f(x) = <
A :x=0 X-A ; x<1
- .
) - f) -
X+A ;x>0 X+A ; x>2
f(x)=< 2 ; x=0 f(x)=< B ; x=2
A ; X<0 -X+7; Xx<2
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2 sen.(x — 2)
X~ . h) — = ; X>2
—— ; x=0 ;
9) xi ¥2 _4
f(x) = f(x) = A PX=2
A :x=0 X+B ; X<2

32) Encontrar cual es el segmento de recta que debemos tomar para que la siguiente
funcidn resulte continua en todo los reales.

2x+4; x<£-1
f(x) = mx+h; -1<x<1
2x-4 ; x>21

33) La fuerza gravitacional F ejercida por la Tierra sobre una masa unitaria M a una

distancia r" del centro del planeta viene dada por:
GMr
R <R M = masa de la Tierra
_ R =radio de la Tierra
F(r) = L.
GM G = cte gravitacional
— ; =R

2 ’
- ¢ Es F una funcién continua de r, distanciade M al centro de la Tierra ?.
- Graficar la funcién en un sistema r — F.

34) Aplicar el teorema de Bolzano para demostrar que existe una raiz real de la
ecuacion dada en el intervalo especificado.

a) x>-3x+1=0 en (0;1)
b) x> = x+1 en (1;2)
C) COSX = X en (0;1)
d) Inx=1¢ " en (1;2)
35) Probar que las siguientes ecuaciones tienen por lo menos una raiz real e indicar un

intervalo que la contenga.

( Sugerencia: graficar cada una de las funciones que forman la ecuacién y determinar,
del gréfico, el intervalo donde ambas graficas se cortan. ;Para qué sirve?).

a) x’=2x-1

b) /2x =X — 312

36) Resolver el ejercicio 76 (pag 123), desde la dptica de los conceptos vistos en
este capitulo .
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Apéndice A: NUmeros reales: conjuntos, propiedades

‘ Al.- CONJUNTOS DE NUMEROS - PROPIEDADES

® Los numeros son sin duda una herramienta basica para cualquier rama de la Matemética.
Podriamos compararlos con el atomo en Quimica o la célula en Biologia. Luego, conocerlos y
saber usarlos es un requisito indispensable para construir nuevos conocimientos a partir de ellos.
Se resumen entonces a continuacion las principales caracteristicas del conjunto de los nimeros
reales a los efectos tanto de nivelar los conocimientos previos y establecer un punto de partida
como de convenir el lenguaje y simbolos a usar en el desarrollo de la materia.

e Los pueblos primitivos se valian de piedras para contar sus rebafios. ¢Cuales son las
“piedras” que usamos hoy para contar?: los nimeros naturales.

La necesidad de realizar otras operaciones (restar, dividir, etc) determind que fueran
apareciendo otros conjuntos numéricos: los numeros negativos, los fraccionarios, etc.
Cada conjunto numérico se representa por una letra segun se indica a continuacion:

ENTEROS POSITIVOS 6 NATURALES: N = {1,2,3,4,....ccccceverrrens.. }
ENTEROS NEGATIVOS: Z = {-1,-2,-3,~4 o, }
ENTEROS: Zz=2z U{0}uN
RACIONALES: Q = { 2/ peZ qeN (q=0) }

Observaciones:

Q) NcZcQ y Z7cZcQ
b) Todo numero racional se puede representar en forma decimal periddica.
c) Notodo numero decimal representa un nimero racional; por ejemplo el nimero 7

(7 =3.141592653....., que generalmente aproximamos como T ~3.14 0 1 =3.1416 );
tiene una representacion decimal infinita no periodica.

Luego, 7 no es un numero racional. Existen otros nimeros con representacion
decimal no periddica: J2, 3, e... (e=2.718281828.......... ).

Tenemos asi otro conjunto de nimeros: el de los irracionales; que indicamos, .

IRRACIONALES: | = {E, 3,5 T8 e, }

Finalmente, de la unién de racionales e irracionales resultan los nimeros reales, R .

REALES . R=Q UI

e Existe otro conjunto de nimeros, los nameros complejos, C
C = {z=a+b.i / a,beR; i=\/j}
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e Relacion de orden en R.

Introducimos aqui las propiedades de orden como un conjunto de axiomas referidos al
concepto primitivo de positivo. Asi, partimos de admitir que en R existe un
subconjunto que indicamos R* (reales positivos) que satisface:

Axiomal: si X,y eR entonces xtye R y x.yeR
Axioma2: Vx #0, x eR" 0 -xeR". (noambos)
Axioma3: 0¢R’

A los elementos de R™ los Ilamamos: “nameros positivos” ¢ “positivos” :

DEFINICION: relacion de orden en R

‘ b>a < b-a eR" (osea si b-a es positivo)

Observaciones:
a) Si en la definicion anterior hacemos a =0, tenemos: b>0 < b e R’ Luego:

REALES POSITIVOS, R* = {xeR/ x>0}

b) Dado x € R si -x es positivo entonces escribimos x <0 y decimos, "X negativo.

Tenemos asi los siguientes subconjuntos de nimeros reales:
REALES POSITIVOS: R = {x eR/ x> 0}

REALES NEGATIVOS: R™ = {Xe R/ x<0

REALES NO NEGATIVOS: Rg = XeR/ x2 0}

REALES NO POSITIVOS: Ra = {XG R/ x<0

Propiedades:

aQ Xx>y; aeR = x+a >y+a

b) x >y; a>0 = x.a>y.a

c) x>y; a<0 = x.a <y.a (jcuidado!: cambia el sentido de la desigualdad!!)
d x>y; a>b = x+a>y+b

o) 1c0;%c0;
y b

a
>B = X.b>a.y

< | x

| A2- LARECTA REAL

La representacion de los nimeros reales como puntos de una recta es una herramienta muy
atil para el desarrollo de la Matematica. Esta idea se ilustra en el siguiente gréfico:

-
X(+)

1
(o))
1
ol
1
N
1
w
1
N
1
'—\
-1
N
w
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Para obtener una representacion comenzamos por identificar dos puntos cualesquiera de
larectacon 0y 1. El semieje que contiene al 1 es el semieje (+), cuestion que indicamos

poniendo una flecha en el extremo del mismo. Luego desplazamos el segmento Ol (la

establecemos la correspondencia entre punto y nimero.

En el gréfico: OP se obtiene de desplazar 4 veces Ol hacia la derecha; luego, P<>4.
El nimero asociado al punto lo llamamos “coordenada’, lo indicamos P(4).
Usualmente decimos “punto 4” en lugar de “punto de coordenada 4”.

e Ademas de los conjuntos ya vistos, existen otros conjuntos que ocurren con frecuencia
en el calculo: los intervalos. Estos conjuntos son aquellos que geométricamente se
corresponden con segmentos 0 semirrectas. En funcidn de ello convenimos en asignarles
un nombre y un simbolo para distinguirlos entre si y del resto de los conjuntos numeéricos.
Se tiene asi la siguiente notacion para nombrar intervalos:

INTERVALOS ACOTADOS

NOTACION CONJUNTO REPRESENTACION GEOMETRICA
a b
@;b)={xeR /a<x<b} ( 3 >
[a;b]={xeR /a<x<hb} [ ] >
(@;b]={xeR/a<x<b} £ 1 >
[a;b)={xeR /a<x<b} [ ) >

INTERVALOS no ACOTADOS

NOTACION  CONJUNTO REPRESENTACION GEOMETRICA

a b

v

(@;+0)= {xeR/ x>a}

v

[a;+0)={xe R/ x=>a}

v

(-o;b] ={xeR/ x<b}

v

(-o;b)={xeR/ x<b}

A3 - VALOR ABSOLUTO

DEFINICION:
El valor absoluto de una nimero X, denotado por | x|, €S un
namero real que, es igual a x , si X es positivo 6 cero
VALOR y, es el opuesto de x, Si X esnegativo.
ABSOLUTO [x]|=x ; si x>0
[x]=-%x; si x<0
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Ejemplos: / |

13] =3 Im-1] = m-1 | log (t-2) | = log (7t-2) =0.058

[-3]=-(-3)=3 |1-mt|=-(1-n)=m-1 |log(n-3)|=-log (-3)=0.85

== T

Propiedades :
a) |x]=20 ; WxeR.
b) |x|=]-%x|; VxeR.

c) |X|=r & x=r 60 X=-r et s * >
d |[x|<r & -r<x<r ( * ) R
-r 0 r

v

e) [X|>r & x<-r 6 x>r = = €
r

f) IXZ =[x| ; VxeR . Recordar que | significa “la raiz cuadrada positiva de...”
' Osea: +a= b « b2=a A b0

Ejemplos :
a) Hallar z/ |z-1]=2. a) Si hacemos z-1=x, entonces:
[Xx|=2 & x =2 6 x =-2 (por (c))
S (z-1)=2 0 (z-1)=-2
& z =3 0 z =-1
10123 5 ={1:3)
b) Hallar z/ |z|<2 . b) Por (d); |z]|<2 & -2<2z2<2;
osea: {zeR/-2<z<2}=(-2;2)
2 -1 0 1 2 S =(-2:2)
—_— =
c) Hallar z / |z-1]<x2 . c) Si hacemos z-1=x , entonces:
[X]|<2 & -2< x <2 (por (d)
& -2<z7-1<2
&S -l z <3
osea: {ze R/ -1<z<3}=(1;3)
1 0 1 2 3 S =(-1;3)
— ===
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(*) EIl valor absoluto puede ser concebido como una ‘maquina” que procesa nimeros (como
es la calculadora). O sea, como una maquina con una entrada por donde ingresan nimeros y
una salida por donde egresan los transformados de dichos ndmeros. Imaginada asi, esta
maquina [valor absoluto ], “positiviza~ nlmeros, ya que, si entra un ndmero positivo, sale el
mismo (positivo); mientras que si entra un ndmero negativo sale el opuesto del mismo
(positivo por ser el opuesto de un negativo).

e YALOR ABSOLUTO

X >

A4 - DISTANCIA ENTRE DOS PUNTOS DE LA RECTA

DEFINICION :

Llamamos distancia entre dos puntos Ay B, que denotamos d(A,B),
d(A,B), a la medida del segmento AB . O sea, d(A,B) =med AB

6 5 -4 -3 2 -1 0 1 2 3 4 5 6

- Del graficovemos que: P(4) y d(O,P)=4 = coordenadaP = d (O,P)
Q(-4) y d(O,Q)=4. = coordenadaQ = - d (0,Q)

Luego, podemos conectar estos dos conceptos entre si a través del “valor absoluto” .
Efectivamente, vemos que conocida la coordenada de un punto basta “positivizar la
misma para tener su distancia al origen. Como el valor absoluto “positiviza~ nameros,
esta es entonces la herramienta que permite pasar de “coordenadas” a “distancia al origen”
asi como también la que permite obtener un método algebraico para el calculo de
distancia entre puntos.

distancia Dado un punto A sobre una recta graduada, si a es su coordenada,
al origen entonces d(A,0)=|al|.

6 5 -4 3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6
—— % ——+—+—
Q ¢] P

Q(-4) 2> dQO)=|-4|=4 P(4) > d(P,O)=]4|=4
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Observaciones: Conocida la coordenada de un punto, conocemos su distancia al origen.
¢Vale la reciproca?; o sea, conaocida la distancia, ¢conocemos la “coordenada” del punto?.

Medida Definimos la medida con signo de AO, como sigue:
con - med.c/sig AO = med AO, si A esta en el semieje positivo (+)
signo - med.c/sig AO =- med AO, si A estden el semieje negativo (-).
Coordenada | 1@ coordenada de A es la medida con signo del segmento AO.

Osea, A(a) > a= med.c/sig AO

Ejemplo: P (4) = 4 =med. c/sig OP ; indica P a 4 unidades de O y en el semieje (+)
Q(-4) = - 4 =med. c/sig @ ; indica Q a 4 unidades de O y en el semieje(-).

Dados dos puntos Ay B sobre una recta graduada, si a y b son sus
respectivas coordenadas, entonces: d(A,B) =|b-a|.

calculo ,
d(A,B) Nota: Esta férmula para el célculo de la distancia entre dos puntos se obtiene a
partir de tener en cuenta que las coordenadas de los puntos son las_ medidas_con

signo de los respectivos segmentos que determinan con el origen.
Distancia: Es un hecho que la distancia entre Ay B es la misma que entre B y A.

* bien Luego, para comprobar si la formula de calculo dada es consistente
definida con la realidad, analizamos si verifica esta propiedad.

d(AB) = |b-a]| i(b—a)l:la—b|:d(B,A) = d(A,B)=d(B,A).

Dados los numeros reales a y b, Ilamamos d(a,b) a la distancia entre
distancia los puntos A y B cuyas coordenadas son a y b respectivamente.

entre numeros
d(a,b) =| b-a|

Ejemplos:
a) Los puntos P(3); Q(5) y R(z) son distintos y se hallan todos sobre una misma recta.
Si d(P,R)=d(P,Q), ¢ quién esR?.
» d(P,R)=d(P.Q) = |z-3|=2 = z-3=2 0 z3=-2 = 1z=5 0 z=1
Como son distintos = z=1 = R(1)
b) Los puntos P(3); Q(5) y R(z) son distintos y se hallan todos sobre una misma recta.
Si d(P,R) =d(Q,R), ¢ quién esR ?

» d(P,R) =d(QR) = |z-3|=|z-5| = z-3=2z5 0 z-3=-(z-5)
= O 6 z=4 = R(4)
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Apéndice A: Ejercicios

1.- Los puntos A ; B; Cy P se hallan todos sobre una misma recta. A los efectos de
asignarles coordenadas se procede a graduar la recta. Se pide:
a) dar las coordenadas de A ; B; Cy P para cada una de las graduaciones de la
recta que se indican a continuacion si, en todas ellas, la longitud entre dos marcas
consecutivas es de “1 unidad” y O esel origen.

A B C P

O (+)

| | | | | | | | |
O (+

| | | | | | | | |
O (+)

(+) O
) (+) (@)

b) En cada caso indicar: d (A,0); d(P,0); d(A,P).

c) Si x=coord.de P; indicar V6 F, justificar:
- d(P,0) = x
- d(P.0)=| x|
- Si P pertenece al semieje negativo entonces x =-d (P,0)
- X =med. sig. OP .

2.- a) Hallar todos los puntos X(x) cuya distancia a P(3) sea 2.
b) Hallar todos los puntos X(x) tal que d (3,x) <2.

Nota: al conjunto {x € R/ d(3,x) <2} lo llamamos: entorno de 3 de radio 2.
Lo indicamos: E(3;2)

Entorno de Entorno de x, de radio 3.
unpunto | gy -8)={xeR/ dX, X)< &

3.- Resolver graficando en cada caso todos los puntos o conjuntos que se obtengan.

a) Los puntos P(-2); Q(2) y R(z) son distintos y se hallan todos sobre una misma
recta. Si d(P,R) =d(P,Q), ¢ quién es R ?. Graficar todos los puntos.

b) Los puntos P(-2); Q(2) y R(z) son distintos y se hallan todos sobre una misma recta.
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Si d(P,R) =d(Q,R), ¢ quién esR ?
c) Hallar todos los puntos X(x) cuya distancia a P(5) sea 2. ldem, perod (P, X) <2.
d) Hallar todos los puntos X(x) cuya distancia a P(-3) sea 2. ldem, perod (P, X) <2.

4.- a) Escribir A usando notacion de conjuntos si A es el conjunto de los “x’s”
que distan 4 unidades del punto -2.
b) Escribir A como entorno de un punto si: A=(3,9); A=(-1; 3); A=(0;4)

5.- Representar sobre un eje coordenado los intervalos A ; B; AnB y AUB para:

a) A=[2;6]; B=[-3;4]
b) A=[2;6]; B=[-3;0]
c) A=[2:;4],;B=[4;7]
d A=[2;4);B=[4;7]
e) e) A=[2;6]; B=]3;4]

f) A =E(31); B=E(32)
g A={xeR/ %20}

B={xeR / )i1£0}

X

6.- Unir cada conjunto de la primer columna con su equivalente de la segunda.

A={xeR [/ |x-2|<5} J=(-2;10)
B={xeR/ |x+2|<5} K= (6-3;0+3)
C={xeR/ |x-3|<d} L=(-3,7)
D={xeR /| x-4|<-6} M= (-7,3)
E={xeR /| 2x+4|<6} N=(-5,1)
F={xeR [/ |-2x-4|<6} 0=9
G={xeR [/ d(x,2)<5} P=(3-6;3+3)
H={ze R/ d(z,3)<d } Q=1(3;3+3)

7.- Indicar si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. Justificar respuesta.

a) x*>20; VxeR

b) a<b = -a<-b

c) x<1 = 1/x>1

d x<0 = x*<0

e) -x<0; VvVxeR

f) X=-X-6=> -x>0
g) X=6-X => -x<0
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Apendice B: El plano coordenado

Hasta ahora hemos considerado puntos sobre una recta e identificado los mismos a través de
nameros reales. Ahora consideramos puntos en el plano.

Como el plano es “bidimensional” para identificar puntos del mismo necesitamos dos
direcciones. O sea, instalada una copia de la recta real debemos afiadir otra copia. En
principio la Unica condicién que se pide a ambas rectas es que se intersequen en el origen.
En tal caso, constituyen lo que se llama un sistema de referencia plano.

Normalmente la segunda recta real se ubica perpendicular (ortogonal) a la primera (pero no
es condicion necesaria para tener un sistema de referencia plano). En este caso es de uso y
costumbre que una se tome horizontal y la otra vertical, que sobre la horizontal el sentido
positivo se fije hacia la derecha mientras que, para la vertical, se tome hacia arriba. (el sentido
positivo (+) se indica con una flecha en el extremo del semieje que elegimos como tal).

A larecta horizontal la llamamos eje x, ala vertical, eje y y ambas constituyen un,
“sistema cartesiano ortogonal”. (sistema de referencia donde los ejes son ortogonales).

ANN

plano Un plano al que se afiade un sistema cartesiano ortogonal se Illama
cartesiano | plano cartesiano. Se denota R?;ya que usamos dos copias de R.

En un plano cartesiano, cualquier punto se localiza mediante un par ordenado de numeros
reales llamados, igual que antes, coordenadas cartesianas del punto.

He aqui como hacemos para asignar coordenadas a un punto del plano:

- Sea P punto del plano, luego para hallar sus coordenadas y
cartesianas trazamos perpendiculares desde P hasta cada
uno de los eje coordenados .

- Una perpendicular interseca al eje x en la “coordenada x”
6 abscisa de P; etiquetada como x* en el grafico.

- La otra interseca al eje y en la “coordenada y” u :
ordenada de P; etiquetada como y*. :

- El par de ndmeros (x*; y*), en ese orden, X*

son las coordenadas cartesianas de P .

- Para ser concisos hablamos de el punto P (x* ; y*) ™. P (X* ; y*) <> x*= abscisa

y* = ordenada

bl 4

Distancia | E| concepto de distancia entre puntos del plano se sustenta en el teorema
entre puntos "y « ., , .
de Pitagoras: “en un triangulo rectangulo el cuadrado de la hipotenusa es

del plano )
igual a la suma de los cuadrados de los catetos ™.
VA

- Ladistancia d (P; ; Py) es, por definicién, la

medida del segmento P, P, . 3 P(X2 ,Y5)
- Del grafico resulta claro que P;P, esla v, -vsl

hipotenusa del triangulo rectangulo de P (X s

Vértlces Pl , P2 , Q ylo ............. W oy o (X2 ’yl)
- Luego, por Pitagoras, concluimos que: B

. . X1 X, X
d(P, P, )= (X, =%, )2 +(Y, =Y, )
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Apeéndice B: Ejercicios

1.- Trabajando en un sistema convencional :

a)

b)

Indicar a qué cuadrante o eje pertenecen los puntos que se indican a continuacion

[IP%2) [IP%2)

si “a” noescero y “e” eslabase delos logaritmos naturales:
A (-10°,10%; B (n, -3); C (e, 1-e); D (v2-5,-2e); E (log 1, log 10°);

F&,n-3); G(a,-3); H(-a (- ); 1(J(-4)%,4); J(log10,In1).
Dados P (a,b) ;Q (-a,-b) y R (a; -b) indicar a qué cuadrante pertenece cada

uno de ellos si:
(i) a0 ; b>0 (ii) a>0 ;b<0 (iii) a<0,b<0.

Dado P (a,b) graficarlo en un sistema coordenado ortogonal si:
(i)a.b>0 ya<0 (ii)a.b>0 y JaeR (iii)atb=0y |al=-a

En los ejercicios que siguen completar el cuadro y analizar si los puntos que se
dan en ellos presentan alguna particularidad digna de destacar:

a)

b)

c)

Sea A(3.4) B | 23 (1) @44 (3-4 (00 (11
d(A,B)

Sea A02) | B [ 22 (62 02 (32 (42 (2
d(A,B)

Sea AL | B 46 65 (L9 (42 (62 (26) 17 (-
d(A,B)

(*) Si indicamoscon C la curva que determinan estos puntos (;nombre?),
hallar una férmula que exprese que el punto P(x,y) pertenece a C.

3.- a) Lacircunferencia es el lugar geométrico de todos los puntos del plano que

equidistan de un punto fijo llamado centro. En funcién de esta propiedad hallar

la ecuacion de la circunferencia de centro C (a,b) y radior.

b) Dar la ecuacion de una circunferencia de radio 5y centro C(0,0). Luego obtener 6
puntos de esta circunferencia.

c) Dar laecuacion de una circunferencia de radio 5y centro C(2,4). Luego obtener 6
puntos de esta circunferencia.

4) a) Graficar unarecta r; paralelalaeje x que pase por el punto P(1,3). Hallar

(graficamente) tres puntos de la misma de modo que la distancia entre dos

13

puntos “consecutivos” permanezca constante e igual a “2”.
Verificar analiticamente.
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b) Graficar una recta r, perpendicular a la anterior en el punto P(1,3) . Hallar
(gréficamente) dos puntos de la misma que disten 3 unidades del punto P.

c) Dado el punto Q(2,1) determinar (gréfica e intuitivamente) R, punto de r (item (a))
Verificar con aIgJr-l-b-s"bﬂ-r-\-t-éié-.ml-aéfﬁ-bé-ré la recta del item (b).
La distancia obtenida en cada caso se llama, “distancia del punto a la recta”.

d) Indicar V O F:
sobre la recta perpendiéijiéf"é"f"dijé_bééé_ﬁor Q.
i) Si d=d (Q; r) entonces lacircunferencia de centroen Q yradiod es tangente
a larecta r .

e) Escribir en una oracion el procedimiento para hallar la distancia de un punto a una
recta (a la cual no pertenece).

5.- A continuacion se indican tres conjuntos de puntos A,B y C y cuatro sistemas
coordenados, se pide:
a) Enumerar los elementos de B y C.
b) Representar los sistemasen un papel milimetrado.
c) Graficar cada conjunto en el sistema que resulte méas adecuado para ello.

A={(50); (-5,0);(0,0); (0,5); (0,-5) ; (-4,3) ; (-4,-3) ; (-3,4) ; (3,-4) ; (3.4); (4.3) }
B:{(%,y)/(x,y)eA} ; Cc={(x,10y)/ (x,y)eA}

Los sistemas estan en la posicion convencional pero difieren en la graduacion de sus
ejes. A continuacion indicamos la unidad con que se gradla cada uno de ellos.

Sl Sz 83 84
Uy 1cm. 0.5 cm. 5 cm 0.1cm
Uy 1cm. 0.5cm. 1cm. 0.1 cm.

6.- Graficar los conjuntos que se indican a continuacién:

A={(x,y) IxeN;1<x<5;y=2} J={(x,y) / -2< x <3;yeR}
B={(x,y) IxeR;1<x<5;y=2 } K={(x,y) / -2< x £3; -1<y<1}
C={(xy) IxeR;y=2} L={(xy) /Ix|=1;yeR}
D={(x,y) / x=y; xeR} M={(xy) /x*+y* =0}
E={(x,y) / x.y=0} N={(x,y) / x>+y*=4}
F={(x,y) / x>0; yeR} O={(xy)/ X+y" <4}
G={(x,y) / x>0; y<0} P={(xy) / xX*+y* >4}

H={(x,y) / x.y <0 } Q=Nnn{(xy /y>0;
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7.- Describir por comprensién los conjuntos cuyas gréficas se indican

a AY b Ay C Ay
5 ol | &
4 TA
3
2 .
1 3
> >
01112 |3 011213 |4 X 012 |3 |Xx
d y e y f y
/// \\g \ /.
( |
> »— »
\ /
\ / X X X
N 4

11.- Dada la curva “C” se pide:

a) ldentificar, graficamente, los
siguientes conjuntos .
A={(xy)eC/y<0} h
B={(xy)eC/y>0}
C={(xy)eCl/y=>1}
D={(xy)eC/ 4< x<5} =4 T A S
E={(xy)eC/5< x<6} '

b) Identificar, graficay analiticamente,
los siguientes conjuntos.
G={xeR/(xy)eC;y>0}
H={xeR/(xy)eC;y<1} ta
Il = {xeR/(Xy)eC;y<0}

12.- Dadoel conjunto E={(x,y) e R* /| y=(x-1).(x-9)}, se pide:
a) Indicar tres puntos de E y tres puntos que no pertenezcan a E.
b) Hallar todos los puntos de E correspondientes a las siguientes abscisas:
X1=-1: Xp=2; X3=5: Xx4=10 .

c) Hallar y graficar todos los puntos de E correspondientes a las sgtes ordenadas:
y1=20; y2=9 ; y3=0; ys=-12; ys=-16 ; yg=-21

d) Demostrar que los puntos de E de abscisa “5-6” y “5+&” tienen la misma
ordenada y, que el punto medio entre ellos tiene siempre abscisa “5” .

e) Dado A,B, C puntos del conjunto E determinar graficamente sus simétricos
respecto de la recta x=5 y verificar que también pertenece n al conjunto E.
A(0,9) ; B(3,-12) ; C(4,-15) .
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Apendice C: Funciones trigonométricas

‘ C1l .- ANGULOS DIRIGIDOS

Segln sea el ambito donde trabajemos los angulos admiten distintas conceptualizaciones.
Asi, en la geometria clasica, los angulos son considerados como el resultado de la
interseccion de dos semiplanos; luego, no tienen signo y son siempre menores de cuatro
rectos. Esta definicion es uatil en la geometria ya que ésta es, esencialmente, estatica; pero
apenas se considera la posibilidad de "“movimiento” la misma resulta ‘insuficiente.
Veamos el siguiente ejemplo.

(*) La tierra gira sobre su eje, luego tomado un punto sobre un paralelo (por ejemplo el

Ecuador) éste “gira” alrededor del centro de la tierra. Se sabe que lo hace a razén de

15° por hora y de Oeste a Este. Consideremos ahora que a las 13 hs de cierto dia se

lanza, desde una base espacial (B), un cohete para circunvolar la tierra con una velocidad
de giro de 360° por hora (1 giro, en una hora). Nos preguntamos: a la hora del
lanzamiento, el cohete ¢ pas6 o esta pasando sobre la base?.

- Los graficos adjuntos muestran que no podemos contestar esta pregunta si no se informa
en que sentido gira el cohete (OE 6 E-0). En el primer caso la respuesta es NO,
pues si bien el cohete ha realizado un giro completo y esta “en el punto de partida’, la
base se ha desplazado 15° , luego debe volar unos minutos méas para pasar sobre ella.
(¢cuantos? ). En el segundo caso la respuesta es SI, pasa sobre ella “antes de la hora’.

13 hs. 14 hs. ; Oeste-Este 14 hs. ; Este-Oeste

En la resolucion de este problema vemos que el angulo aparece interpretado como, “la
porcion de plano barrida por una semirrecta movil (el radio vector) que gira alrededor de su
origen O". Observamos también la necesidad de distinguir el sentido de generacion del
angulo (éste influye en el resultado). Finalmente, en el giro Oeste-Este, vemos claramente
también que hallar el instante en que el cohete pasa nuevamente sobre la base requiere
considerar giros mayores de 360°. Esta u otras cuestiones similares son de consideracion
frecuente en el desarrollo de la ciencia. Luego, necesitamos precisar una definicion de
angulo que resulte adecuada para el tratamiento de las mismas.

N
angulo | Llamamos angulo AOB a la porcion de plano barrida por una semirrecta movil
que gira alrededor de su origen O.

B >
OA : lado inicial
(&‘ — O_)B . lado final.
(o) A

_)
(*) el lado inicial, OA, al girar alrededor del origen puede hacerlo en dos sentidos:
horario ( sentido negativo) y antihorario (sentido positivo). Esto lo indicamos
con un “arco dirigido”; o sea, un arco con una flecha en uno de sus extremos.
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angulo Angulo en el que se distingue el “sentido de giro” . Esta determinado por
dirigido | d0s semirrectas con origen comdn (lado inicial y lado final) y un arco

dirigido” que indica el sentido de giro y el nimero de giros.

/ a(+) a +1giro B(-)::/
Nota: a partir de ahora prescindiremos del término “dirigido” y usaremos la palabre angulo.
Saldra del contexto a cual nos referimos.

posicion | Un angulo esta en posicion estandar cuando su veértice coincide con el
estandar | origen de un sistema cartesiano y su lado inicial esta sobre el eje X

positivo. A partir de ahora trabajamos con angulos en posicion estandar.

y4 YA
o ("‘) / lado inicial
o) YQ g X @) ‘) ! =X
B()
lado inicial
graf. 1

circunferencia . . ) ) )
trigonométrica| - Circunferencia con centro en el origen de un sistema cartesiano y

y radio 1. (graf.1)
m,ed'd? de | - Los lados de un &angulo en posicion estandar cortan la circunferencia
angulos

trigonométrica en dos puntos: Q (s/ lado inicial) y P (S/ lado final).

=

Luego, determinan un arco de circunferencia: QP.

Asi, a cada angulo le corresponde un arco. Como los arcos los sabemos “medir”,
(establecer su longitud) los usamos para asignar una “medida” a los angulos. Asi :
“lamedida de un angulo es la medida del arco que
este subtiende en la circunferencia trigonométrica’.

o Losarcos (angulos) se pueden medir en grados o en radianes (rad).

o La diferencia radica en la unidad de medida adoptada. En el sistema sexagesimal
es el GRADO (360 avas partes de la long. de la circunferencia); mientras que en
el sistema radian es el metro (o, sus unidades derivadas: cm. , mm, etc ).

medida de | la medida en grados del &ngulo o es la medida en grados del arco Q_P

angulos en | que este intercepta en la circunferencia (trigonométrica o no).
RADOS

medida de . . . . =
angulos en La medida en radianes del angulo o es la longitud del arco QP

RADIANES | que este intercepta en la circunferencia trigonométrica .
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unidad de 1 GRADO = 360 avas partes de la longitud de la circunferencia.
medidade | 1 RADIAN = angulo que en la circunferencia trigonométrica
angulos subtiende un arco de longitud 1.

o El arco abarcado por 1 giro es una circunferencia completa. Luego, 1 giro mide
360° 0 2m rad. (longitud circunferencia de radio 1). De esta relacion basica tenemos:

a) = rad= 180°

b) 1rad. = [@j ~57.3° 10 = (L) rad. ~ 0.017 rad.
4 180
(@j y (%j son los factores de conversidn para pasar de un sistema a otro.
w
(0]
Ejemplos : 3rad. = 3.(@j ~ 171.9° ; 3° = 3. (%j rad ~ 0.051 rad.
V4

Observaciones:

a) Dijimos que la “medida” de un angulo en radianes es “la longitud del arco interceptado
por el angulo en la circunferencia trigonométrica (6 unidad) ™.

Se ve facilmente que la longitud del arco depende del radio; para un mismo angulo, si el

radio aumenta, la longitud del arco interceptado también aumenta .

Mas aun, se observa gue la longitud del arco es directamente proporcional al radio; o sea :

£ cte. (con 1 =long. Q_P)
A r

» Sea 1 =long. QP (arco subtendido por o conr=1);

> Sea 1” =long. Q P (arco subtendido por o conr #=1);

v

> Luego: o (rad)= 1 :% =

Conclusién: la medida de un dngulo en radianes es
el cociente entre la longitud del arco que intercepta
en la circunferencia y el radio de la misma.

b) La medida de un angulo en el sistema radian es un numero real adimensional.

Por ejemplo: hallar el angulo que subtiende un arco de 6 cm. en una circunferencia de
5 cm. de radio.

o=1/r =6cm/5cm= 1,2 (lasunidades se simplifican)
c) 1 = ograd).r.

Sabiendo que el radio de la tierra es de 6377 km. ¢cuanto se desplaza un punto sobre el
Ecuador en una hora? (Recordar que se mueve a razén de 15° por hora)

a :15°=15.[LJ = 02625 (rad)
180

Lueog, 1 = oyrad).r =0.2625.6377 = 1673.95 Km.
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C2- FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

El origen de las “funciones trigonométricas” esta en la TRIGONOMETRIA.

Esta ciencia cuya aparicion se remonta a 150 afios a.de C. y se atribuye a Hiparco; se ocup6 en
su origen y como su nombre lo expresa (trigonos = triangulo, metron = medida) del calculo de
todos los elementos del tridngulo (lados, alturas, superficie, &ngulos, medianas, bisectrices).
Tales calculos revelan en su momento que en un tridngulo rectangulo, si se cambian los lados
pero no los angulos, las razones entre los lados permanecen constante. A estas razones que
permanecian constantes se les dio nombre, se las llam6 “razones trigonométricas™. Segun
los lados que intervienen en la razon tenemos el seno, el coseno o la tangente.

at.op
Para a tal que: : > Sen a= hi. hipotenusa
0°<a<90°
_ cat.ady.
tenemos las > Cos o= ——— cat.op.
. relaciones hip. e
i trigonométricas : > Tag o= cat.op. o
PP s Cata.dy

Hoy en dia este primer objetivo de la trigonometria ha sido ampliamente rebasado. Los
angulos dejaron de ser considerados so6lo como elementos de interés para el estudio de las
figuras geométricas y se constituyeron en objetos matematicos con entidad propia. Esto trajo
aparejado la aparicion de las funciones trigonométricas; las cuales resultan una
generalizacion de las “relaciones trigonométricas’, ya que para la definicion de estas
funciones se quita la restriccion de que el angulo sea agudo.

El conocimiento de las funciones trigonométricas resulta imprescindible para comprender
fendmenos de muy distinta naturaleza, no s6lo ligados a la Geometria sino también al
Anélisis y el Algebra. Las funciones trigonométricas estan involucradas en todo proceso
ciclico o periddico (ondas, vibraciones, sonidos, estaciones, etc), el caracter de periddicas que
poseen hace que se constituyan en el sistema de representacion natural para la modelizacién
de este tipo de fenémeno.

= DEFINICION

Dado un angulo o en posicion estandar y P(x,y) un punto
cualquiera del lado final del angulo, si indicamos con r
la distancia de P al origen (radio vector) entonces definimos las
funciones trigonométricas basicas, como sigue:

A

. _y

funciones > sen a = T
trigonométricas

X

» COS a=—

r

> tag a= Y

X

v
X

r=1; > sen a =Yy (ordenadadeP )

» C€0S o = X (abscisade P)
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Luego, el signo o propiedades de las funciones trigonométricas béasicas (senoy coseno) queda
determinado por el signo o propiedades de la ordenada 6 la abcisa de P, punto cualquiera
del lado final del angulo.

Cofunciones: a las reciprocas de las funciones trigonométricas basicas se les da un
nombre . Tenemos asi:

- reciproca del seno - cosec a = rly
- reciproca del coseno > sec a = r/x
- reciproca de la tangente > ctg a = xly

Nos abocaremos al estudio de las trigonométricas bésicas ya que, conocidas las
propiedades de estas, las de sus recipocas se deducen automéaticamente. Por ejemplo,
conocido el signo del seno y coseno, se tiene el signo de todas las demas funciones.

Funciones | EN general el seno o coseno de un angulo es un numero irracional.
trascendentes | POr esta razon se las llama funciones trascendentes.

e Variacion del seno y el coseno en los cuatro cuadrantes

Para estudiar la variacion de estas funciones, partimos del angulo de 0° y hacemos
girar el lado final del mismo alrededor del origen. Generamos asi una sucesion de
angulos a partir de los cuales determinamos la variacion de las funciones
trigonométricas. Para ello necesitamos un punto del lado final del angulo. Tomamos
P tal que distancia de P al origen sea 1. Con esta eleccion simplificamos el analisis ya
que asi r=1 y, por ende, senoy coseno son ordenada y abscisa del punto P.

cos o= abscisade P =x

- del grafico, observamos que mientras 0< a < 1 ;
o0 sea, mientras P recorre la semicircunferencia
superior, su abscisa toma todos los valores del
intervalo [-1;1]. ¢(Cémo?:

- a=0 > x=1 = cos0=1

- 0<a<n/2 2 0<x<1 = 0<cos o<1
- o=n/l2 2> Xx=0 = coswn/2=0
- 7w2<oa <mt 2 -1<x<0 = -1<cos a<0
- o=t =2 X=-1 = cosm=-1

- ldem, si hacemos que P recorra la semicircunf.
inferior, barremos todos los &ngulos entre my 27
y, leyendo del grafico la variacion de “x”,
vemos que nuevamente toma todos los valores

-1<cosa <1 del intervalo [-1;1]; peroyendo de -1 a 1.
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sen o = ordenadadeP =y

- del gréafico, observamos que mientras 0 < o < 7 ;
o sea, mientras P recorre la semicircunferencia
superior, su ordenada toma todos los valores
del intervalo [0;1]. ;Como?:

e a=0> y=0 = sen0=0
- 0<a<m/2 - 0<y<l = 0<sen a<l
- a=7/2 > y=1 = cosm/2=1
- m2<a <n 2 0<y<l = 0<sen a<l1
- a=n 2> y=0 = sennt=0

- ldem, si hacemos que P recorra la semicircunf.

inferior, barremos todos los angulos entre Ty 27w
y, leyendo del grafico la variacion de “y” , vemos
gue toma todos los valores del intervalo [-1;0];
yendode O a -1en el 3erC.y de -1a 0 enel
-1<sen a <1 4to C.

NOTA : EIl analisis de las demas funciones puede hacerse partir de los datos hallados para
seno y coseno, teniendo siempre el cuidado de considerar que el resto de las funciones
presenta una diferencia esencial con respecto a estas dos. Todas ellas (tg, ctg, sec y cosec)
tienen alguna de las coordenadas del punto en el denominador; luego, en tal caso la funcién
no esté definida donde esta coordenada vale “cero” (no se puede dividir por cero).

Sea, por ejemplo, la tangente: tg o= ordenadadeP = .y .= sen a

abscisa de P X oS o
Luego, la tangente no esta definida donde la abscisa del punto es cero; o sea, donde
es cero el coseno del angulo: wn/2 ;-w/2 y todos los congruentes con ellos.
A partir del signo de seno y coseno se determina facilmente el de la tangente, por
ejemplo:

O<sen <1l = 0<sen a
2<a <m > 2> tga=sen a <0
l1<cos a<0 = cos a<0 COS o

angulos Dos angulos se dicen congruentes cuando difieren un nimero entero de
congruentes| giros. Asi o Yy [ son congruentes si B =a + k giros, con k e€Z.

Sus medidas difieren en 2kn (B=a+2kmn) y el lado final de B
coincide con el de «a.

Para las funciones de angulos congruentes, tenemos:

-cosp=cosa =x > cos(a+2km)= cos a
-senBp=sena =y > sen(a+2km)= sena
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funciones Son funciones cuyos valores se repiten ciclicamente o periodicamente;
periddicas 0 sea aquellas que, cubierto un “ciclo”, comienzan luego a tomar los
mismos valores y asi continuan indefinidamente.

» Las funciones seno y coseno (y en consecuencia todas las deméas) son funciones
periddicas con un ciclo o periodo igual a 27 ; ya que Va
cos(a+2m)= cos a
sen(a+2m)= sen a

‘ C3 - IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS

Una identidad trigonomeétrica es una relacion entre funciones trigonométricas. Vemos
las mas elementales de ellas. Las restantes son consecuencia o se pueden obtener a
partir de las que vemos a continuacién

)] Identidad pitagoérica: sen’ a +cos‘a = 1

Por Pitagoras sabemos que: x* +y* =r?

- Si r=1, entonces: sen
coSs

v

- Luego: sen® o +c0s’ o= x° + y?
sen o + cos® o
(r =1) sen? o +cos’a = 1

1
—
N

1) Propiedades de reflexion

» Sen o

...................... »E 05 05) » sen(-a)

ordenadade P= vy
ordenadade Q=-y

\Luego: sen(-a)=-sen a

p
A\ 4

» cos o = abscisade P= x
» oS (-a)= abscisade Q= x
...................... ».Q (0.8, - 0.5)

-0.5

\ Luego: cos(-a) = COS a

I11) Formulas de adicion

» sen(a +B)=sena.cosP + cosa.senf

» cos(a +B)=cosa.cosP -sena . senf
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A partir de las férmulas de adicion junto a las de reflexion se obtienen las de la

diferencia. (sen(a -B)=sen(a+(-B)))

» sen(a -B)=sena.cosPf - cosa.senp

. senf

» cos(a-P)=cosa.cosp + sena

(*) De (); (1) y (1) se obtienen el resto de las identidades trigonométricas.

» Foérmulas del 4ngulo doble

- Haciendo B =« en las formulas de adicion :
sen(oa+a)=Sen o.CO0S o +Sen o .CoS a =2 Sen o .CoS o

cos(a+a)= COSo.COS o+ Sen a.Sen o =cos® o - sen’ o

2 Sen o .COS a
cos’ o - sen’ o

Luego: sen(2a)
cos(2a)

- Si en la Gltima férmula obtenida, reemplazamos sena 6 cos’a por las
expresiones que se obtiene despejando en la identidad pitagorica, obtenemos las

siguientes formulas alternativas para el coseno del a&ngulo doble:
seno + cos?o, =1 > sena=1-cos’a 6 cos’o = 1-sen’a

cos? o - sen’ o= cos® o - (1-cos® a)= 2cos’ a - 1

cos(2a) =
cos? o - sen®* a= (1-sen‘a) - seno. = 1- 2sen’ o

cos(2a)

cos(2a) = 2cos’ a - 1

Luego :
cos(2a)= 1- 2sen’ a

- Finalmente de estas expresiones obtenemos el cuadrado del seno y coseno:

1 -cos(2a)

2

1 +cos (2a)

2

sen’ o

cos’ a,

(*) Las identidades trigonométricas son utiles en la resolucion de ecuaciones

trigonométricas como, por ejemplo:
hallar todos los valores de x en el intervalo [0 ; 2w] tales que sen x =sen (2x)

sen X = sen (2x) (aplicando la formula del angulo doble)

sen X = 2sen X .COSX
senx -(2sen x .cosx) =0
senx .(1-2 cosx) =0
Un producto es cero si uno de los factores lo es; luego, tenemos dos posibilidades:
senx =0 =2 x=0,n, 2=n
2> Xx= /3, 5n/3

(sacando “sen x” como factor comin)
( transformamos la expresion en un producto)

60; 1-2cosx =0 = cosx= 1%



195

luego, § ={0,n/3 ,n,5n/3,2n}

(*) Estas identidades permiten también calcular las funciones trigonométricas de
angulos pertenecientes a distintos cuadrantes conociendo las del ler cuadrante; asi
como también la relacion entre &ngulos complementarios, suplementarios, etc.

» Porejemplo: ¢qué relacion guardan entre si los &ngulos suplementarios ; o

sea oy B talque o+ =180°7
0 -1
K_H K_H
sen B = sen (180°- o) = sen 180°.cos a - cos 180°.sen o = sena

Luego : senB =sena

Asi tenemos: sen 150°=sen 30°; sen 120°=sen 60°; sen 135° = sen 45°

C4 - CALCULO DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

Como ya dijimos los valores de las funciones trigonométricas son en general nimeros
irracionales luego, normalmente, lo que damos son “aproximaciones” de los mismos;
acudiendo para ello a la calculadora. Sin embargo, con la ayuda de la geometria
clasica podemos dar los valores “exactos” de las funciones de algunos angulos del ler
cuadrante.

A
(Y7 S P
1
450
0 Q "
POQ’ equilatero |OQ|=|PQ]|; OPQ is6sceles OPQ’ equilatero

Considerando que para r =1 es sena =Yy (=ord. de P), te pedimos que a partir de
esta definicién y los triangulos indicados justifiques el primer renglon del cuadro
adjunto (sugerencia: recordar el teorema de pitdgoras) . Completa luego el cuadro
segln las indicaciones que se dan en cada caso, aplicando identidades
trigonométricas.

o o° 300 450 60° 90°
Ssen o 0 1 g @ 1

cos a =sen (90°- o) 1

taga = sen « no existe
COoS o

Ejemplo: verificar que: sen? 30° + cos? 30° = 1
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Reeplazando por los valores del cuadro:  (¥2)? + (@)2 = YU+¥%=1

Ejemplo: Calcular:  sen®30.5° + cos®30.5° .
En este caso debemos acudir a la %alculadora (CASIO 1,-5004) :

X
f—/%

305N 0.507538363 QR dD G| 0257595189 (sen? 30.5°)

305 I 086162016 G G| 0.74240481 (c0s? 30,59

Luego : sen? 30.5° + cos? 30.5° = 0.257595189 + 0.74240481 = 0. 999999999 (# 1)

¢Qué pas6? . ¢La identidad pitagoérica no valia para todo angulo?. Si, valia y sigue valiendo.
La diferencia que se observa (pequefia, pero diferencia al fin) es debida a los errores de
redondeo que se introducen al trabajar con la calculadora. Como ya dijimos, los valores del
seno y coseno son en general nimeros irracionales. Estos tienen infinitas cifras decimales;
luego, como no podemos indicarlas todas, procedemos (0 procede la calculadora) a
“redondear” el resultado, en este caso en la novena cifra decimal. Se introducen asi los
errores de redondeo , los cuales son los verdaderos causantes de la diferencia observada.

Una formacion tedrica insuficiente unida a una confianza ciega en la calculadora podria
llevarnos a la absurda conclusion de que la identidad pitagérica no se verifica para el angulo
de 30.5°.

Ejemplo : Sabiendoque sen o= % y 0°<a<90°, hallar “cos a”

Acudimos a la calculadora y alas funciones “inversas” de las trigonométricas.

s D - & 0566025403

%(—J
Busca el angulo | ¢
cuyo seno es 0.5 : COS o = 0.866025403

Ejemplo : Sabiendoque sen a= % y 90°<a<180° , hallar “cos a” .
Acudimos nuevamente a la calculadora.

s AP o & 0566025403

%K—J
Busca el angulo ¢
cuyo seno es 0.5 ¢¢ COS o= 0.866025403 ?7?

¢Qué pas6 aqui ? . ¢El coseno de angulos del segundo cuadrante no era negativo?. Si, lo eray
lo sigue siendo. jj Esto ya no es un error de redondeo !! . Descubrimos nuevamente que no
podemos confiar ciegamente en la calculadora y que sélo una sélida formacion tedrica nos
permite comprender qué est4 pasando en este caso.
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1 - el angulo cuyo seno es 0.5, no es Unico.
1 - sen30°=sen a= Y.

~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~ - Vemos entonces que la calculadora nos da

300 sélo un angulo (30° - luego veremos porqué).

v

1 1 - El o buscado en este caso se obtiene de
hacer : o +30°=180° - a =150°
- €0s 150° = - 0.866025403

C5 - COORDENADAS POLARES

Ya vimos que una forma de localizar un punto en el plano es a travées de sus “coordenadas
cartesianas” (X,y) . En algunos problemas es mas conveniente localizar un punto por sus
“coordenadas polares’.

Las coordenadas cartesianas dan la posicién del punto en relaciébn a dos ejes
perpendiculares; las polares lo hacen en referencia a un punto fijo O (polo) y a un rayo
(eje polar) que parte de O. Para identificar un punto por sus coordenadas polares
comenzamos por escoger un punto del plano como polo u origen O vy a partir de él trazar
una semirrecta con origen en O, el eje polar. EIl eje polar se dibuja usualmente en
direccion horizontal hacia la derecha; o sea, en correspondencia con el eje x del sistema
cartesiano ortogonal.

Dado el poloy el eje polar el punto P tiene
coordenadas polares r y a, que escribimos
como el par ordenado (r, o) con:

» 1 (radio polar 6 radio) = d (O,P)

‘0 "~ ejepolar > a (argumento) = angulo dirigido entre el eje
: polar y la linea OP.

NOTAS

(*) si r=0, noimporta cual sea o la coordenada polar (0, o) representa el origen sin
importar el valor de la coordenada angular o .

(*) las coordenadas polares difieren de las cartesianas en que cualquier punto tiene mas de
una representacion en coordenadas polares; o0 sea, no existe correspondencia uno a uno
entre punto y coordenada polar.

Por ejemplo si consideramos las coordenadas
polares (r, m/4) y (r, m/4 + 2m®) vemos que
representan el mismo punto P.

Méas general este punto P tiene coordenadas
polares (r, n/4 + 2 kr), con k € N.

v

(*) La definicion de las coordenadas polares (r, o ) se extiende al caso de r negativo,
conviniendo que (r,a) y (-r, o) se encuentran sobre la misma linea por O (la del lado
terminal del angulo) ), ambos a la misma distancia de O (| r|) pero, sobre lados opuestos
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a O. Dado que en el desarrollo de la materia no usamos esta definicion extendida, no
abundamos en aclaraciones sobre la misma.

e Relacidn entre coordenadas polares y cartesianas

Ubicado el polo y el eje polar coincidiendo con el origen y el eje x de un sistema
cartesiano ortogonal podemos facilmente pasar de unas coordenadas a otras con el auxilio
de las funciones trigonométricas de la coordenada angular o .

* » Dato: P (r,o)
y P > Incégnita: P (X,
r (x.y) X = r COS a
o y = rsen o
@] Cox >

Ejercicios:

a) Graficar los puntos A (2;m/4) ; B(3;m2) ; C(3;-m); D(1;m) . Dar
las coordenadas polares de sus simétricos respecto del origen.

b) Sea P(r; m/4). Si r varia tomando todos los valores entre 2y 4 graficar todas
las posiciones posibles para P e indicar que “distancia” recorre P en este caso.

C) Sea P(3;a). Si a varia tomando todos los valores entre 0y 7 graficar todas

las posiciones posibles para P e indicar que distancia recorre P en este caso.
long.arco )

d) Sea P(3; ). Si o varia tomando todos los valores entre 0° y 60° graficar todas
las posiciones posibles para P e indicar que “distancia” recorre P en este caso.

e) Sea P(3;a). Si alvariar a el punto P recorre una distancia de 6 cm. a partir
del eje x ; indicar la variacion de o enradianesy grados.

(Recordar : o (radianes) =
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Apéndice C: Ejercicios

1.- FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

a) Marcar en un sistema cartesiano ortogonal un punto P(u,v) sabiendo que u = -3;
v>0 vy d(P,0O)=5. Dibujar luego, en posicion estandar, el angulo o cuyo
lado final pasa por P. Calcular sen a; cosa y tag o .

b) Dibujar dos angulos cuyo coseno valga Y.

c) Dibujar tres angulos cuyo seno valga - %.

d) Dibujar dos angulos cuya tg valga %.

2.- a) Marcar en un sistema cartesiano ortogonal un punto Q(a,b) sabiendo que a>0;
b<0 y d(Q,0)=1. Dibujar luego, en posicién estandar con sentido
antihorario, el angulo B cuyo lado final pasa por Q . Indicar los valores de
sen 3; cos B y tag B en funcion de las coordenadas de Q . A partir de estos
valores decidir el signo de las respectivas funciones trig. del &ngulo .

b) Si 6 =p-180° usando identidades trigonométricas obtener los valores de
sen®; cos® y tag O enfuncionde a yb. Graficar el &ngulo 6 vy
verificar. A partir de estos valores decidir el signo de las respectivas
funciones trigonométricas del angulo 6.

3.- Lospuntos A; By C seencuentran en un plano. Para hallar sus cooordenadas
se introduce en el mismo un sistema de referencia. Indicar las coordenadas de
los puntos segun el sistema de referencia adoptado en cada caso si
d(A,0)=d(B,0) =d(C,0) =1

4.- Dar las coordenadas de (x,y) del punto P si:

a) sena =0.25 ;d(P,O0)=2 ; x<0.
b) cos « =-05 ;d(P,O)=4 ; y<O0.
c) sena =cosa ; d(P,O0)=1 ; O0<a< m?2
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5.- Graficar los siguientes puntos sabiendo que o € 11 C.
Usar identidades trigonométricas para determinar las coordenadas cuando haga falta.

A (cosa,sena) ; B(3cosa,3sena) ; C(cos (a+n), sen(a+n)) ;

D (cos (- a), sen (- a)) ; E (sen(n/2-a); cos (n/2-a)); F (cos (a+2r) , sen(o+2m))

6.- a) Demostrar que si a y b son numeros dados, existe otro nUmero c y
un angulo “o” tal que:

a.senx + b.cos x =c.sen(x+a )

b)  Escribir como el seno de un angulo. Verificar la igualdad parax =0.

sen X + COS X =
sen X + /3 cosx =
sen X - +/3 cosx =

-sen X + /3 cosx =

7.- Hallar el minimo valor de “p” no nulo tal que:

a) sen[2(x+p)] = sen (2x)
b) sen[ 3 (x+p)] = sen (3x)
c) sen[ o (x+p)] = sen (o x)



3 — Derivada

En el CAPITULO 2 vimos los conceptos, métodos 6 instrumentos necesarios para
determinar el comportamiento de una funcién en su dominio. En particular, para estudiar el
comportamiento de f:

< en el entorno de un punto X,  (paraellodefinimos: |im f(Xx)),

X—>Xo

= para X's “muy grandes” (%) (para ello definimos: |im f(x));
X—t.0

= en el punto X, (para ello definimos: continuidad de f en X,)

En definitiva, dada y =f(x) nos ocupamos de estudiar formas o métodos para conocer como
varia f al variar X (;tiene comportamiento “definido™?, ¢se acerca a un “valor determinado” ?, ;se
hace “cada vez mas grande”?, ;presenta “salto” 6 “agujero”?)

En este capitulo continuamos estudiando las funciones pero desde otra perspectiva. Dada y = f(x)
Yy X, en su dominio ahora el objetivo esencial es determinar cuanto varia f al variar x en

un entorno de X,.

3.1 Notaciones y Definiciones

DEFINICION:

Incremento || Dado un punto fijo (z,) y uno variable (2),
de una a la diferencia entre z y z, producida al variar z en el entorno de z,

variable : || |3 llamamos incrementodez y la simbolizamos Az .
Az O sea: Az =z7-1,

Observaciones:

1) Todo punto variable z puede escribirse en funcién de su incremento: z=z,+ Az .
En tal caso nos referimos a dicho punto como al “punto incrementado”..

2) Az puede ser positivo, negativo ¢ cero:
-si z<z, entonces Az<0
-si z>1z, entonces Az>0
-si z=12, entonces Az=0

7-74 -2 Z 2-24+2

1 3 5
< N 2 N
™~ 7 N 7

Az=-2 Az=2

3) Dada y=f(x) y un X, € Dom f, quedan definidos dos tipos de incrementos:
* el incremento de la variable independiente: AX=X-X,; VY,

* el incremento de la variable dependiente: Ay =y-y, ; con y=Ffx); Yo =T (x)
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En este caso, 0 sea cuando las variables x e y estdn relacionados entre si, los
respectivos incrementos, AX y Ay, también se encuentran relacionados entre si.

En particular, “si y=f(x) y X, € Domf entonces Ay depende de Ax ”.
Ay =y - Yo
Ay = f(x )= f(x0)

punto incrementado

Ay = f(Xqg+AX)-f(Xy)

Conclusiones:
- Ay depende de x, y de Ax,
- Para x, fijo, Ay depende sélo de Ax.

- Para x, fijo, Ay es funciéon de Ax; 0 sea, existe (p/ Ay = QO(AX).

Eiemplo: f(x)=x*; X,=1 = Ax > Ay= f@+ax)-f(Q)
*Ax=2 > Ay = f(3)- f()= 8
*Ax=3 > Ay = f(4)- f(1)=15
Ax > Ay =f @) —f Q)

Ay =(1+Ax)? - 1 = 2AX+ A = Ay =Q(Ax) .
Notas:

@® Un error frecuente en el calculo de Ay’s es que conocido “un Ay”, los restantes se calculen

aplicando “regla de tres simple”. Esta forma de calculo es valida en el caso que f sea una funcion
lineal y “sélo en tal caso”.

Si f no es lineal, usando regla de tres no se obtiene el verdadero valor de
Ay. Vemos esto en el caso del ejemplo anterior:

Ax=2 > Ay=8 [dato]

Ax=3 > Ay =? [incognita ] Je—?la> Ay = 3-8 =12
etres
Resumiendo:

AX =3 por def

———> Ay = 15 (verdadero valor)

Ax =3 regla de tres

Ay = 12 (valor aproximado) = E (o) =3
Conclusién: por regla de tres no se obtiene el verdadero valor. Se introduce
un “error”, el cual, como en este caso, puede ser “muy grande ”.

® Por definicion, Ay informa el cambiototal en y al variar x de X, a Xo+ AX.
Veremos luego que este valor es de relativa utilidad ya que no permite apreciar la

“significatividad” del cambio; o sea, establecer si este es “grande”, “pequefio” o
“practicamente despreciable”. Para decidir esta cuestion resulta necesario analizar el

cambio y su “contexto”; o sea, relacionarlo con los otros cambios que se producen a
su alrededor.

Asi de lo que finalmente nos vamos a ocupar es del “cambioeny, en relacion
al cambioen x ”; a lo que seda el nombre de “razon de cambio”.
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Ejemplo 1:

En la empresa donde trabaja, finalizada la jornada se han llenado todos los tanques del dia, excepto
uno. Su jefe le pide que por favor se haga cargo de este tanque, que se quede un poco mas, que
hace 2 hs. que empez6 a llenarse y sélo le faltan 12 Is.

Su jefe, al decir que faltan “sélo” 12 Is. estd sin dudas insinuando que esta cantidad es “poca”. Si Ud.
sabe que hay dos tipos de tanques, que estos se diferencian por la ley que rige la entrada de solucion
al tanque en funcién del tiempo: ¢le convence el argumento de su jefe de que 12 Is. es “poco ”?; ¢0
preguntaria de que tanque se trata antes de aceptar quedarse ?.

@® En el contexto de este problema no se puede afirmar que una “cantidad de litros” (12), sea
“poca” (o “mucha”). Sin dudas, y en este caso, esta apreciacion estd absolutamente ligada
al “tiempo” requerido para que tal cantidad de litros entre al tanque..... Y es de sospechar
que si las “leyes de llenado” son distintas también lo sean los “tiempos de llenado”.
Luego, resolver esta cuestion requiere calcular el tiempo necesario para que, en cada tanque y a partir
de t,=2, se produzca un “incremento de volumen” (AV) de 12 Is.

[T1]=V,=t? [T2]1® V=8t |
t,=2 >V, (t,) =4

L AV=12 > At=? |

L L2232 Ve (t)=4 |
FAV=12 > At=?

e Ve

> 16 -\

164
=L

12+

S

[T1]¥" At=2 - en T1 entran 12ls. &> termina de llenarse en “2hs”.
Verificacion: AV =V (2+At) -V (2)= (2+2)°— 4= 16-4=12 (Is.)

[T2]¥ At=30 > en T2 entran 12Is - termina de llenarse en “30 hs”.
Verificion: AV =V (2+At)— V(2) =,/8(2+30) -4 =16 - 4 = 12 (Is.)

Conclusion final:

Observamos aqui que conocer la cantidad de litros que faltan para llenar el tanque no es, en si mismo, un dato
atil para la toma de decisiones. Que decidir acerca de la significatividad de un valor requiere evaluar su
relacion con otras variables vinculadas al mismo. En este caso, con el tiempo requerido para producir el AV
deseado. Contrastados AV versus At en ambos tanques, concluimos que 12 Is. es relativamente poco para
T1y relativamente mucho para T2; porque T1 se llena en 2hs. (nos podemos ir répido! ) mientras que T2
necesita 30 hs. para llenarse.

Ejemplo 2: dados y =f(x), X, y AX que seindican a continuacion, hallar Ay,

cambio total en y al variar x desde X, hasta X, + AX.

[11y =x? ; %=2; AX=2 = Ay=y(2+AX)-y(2)=4°-4 =12
[21y=./8x ; %=2; Ax=30 = Ay=Yy(2+Ax)-Y(2)=./256 —4 =12
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¢Qué informa Ay?: que y aumentd 12 unidades al variar x de 2 a 2+Ax.

Ay =12 u.: ¢ es mucho?, ¢ poco ?, ;0 es relativo?

Evaluar cuan significativo es el 16
cambio en y, requiere referir
el mismo al cambio en x.

T y=xt: Ax=2 <<<<Ay=12 |7F [V=X° y=./8x

el cambioen y es “grande
en ‘relacion” al cambio en x.

Decimos que y, crece rapidamente

@ y=.8x; Ax=30 >>> Ay=12 |*

el cambioen y es “chico’
en “relacion” al cambio en x. O U U N S

+ h + + h + ul h + Ul h +
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32

Decimos que y, crece lentamente

Verificamos asi que mientras el cambio total en'y es un valor de escasa utilidad, el cambio en y “en
relacién” al cambio en x , es un dato realmente Gtil por cuanto  informa acerca de la “rapidez’
con que una funcioén varia en el entorno de un punto.

Una forma practica de evaluar esta relacion es a través del cociente de los incrementos. Tan
importante es este cociente que se le da un nombre y se dedica una rama del Célculo a su estudio. Se
lo llama razdn relativa de cambio & razon de cambio en y respecto al cambio en X .
Abreviadamente, “razé6n de cambio ”.

5) Razén de cambio (2—){):

Este cociente recibe diversos nombres los que dependen de la disciplina de que se trate. Asi, en
matematica se lo llama cociente incremental mientras que en las ciencias facticas lo mas habitual
es llamarlo, razén de cambio .

¢Qué informacion brindala “razén de cambio” respecto al comportamiento de f?.
En lo que sigue vemos esto; o sea, caracteristicas y propiedades de la razén de cambio.

Para investigar este cociente vamos a hacerlo al modo de un investigador : en forma
sistematica y con método, partiendo del “caso simple” 6 “conocido’.
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© Razon de Cambio y Funcién Lineal .

Al estudiar la funcion lineal, y =f(x) con f(x) =m x + h, concluimos que:
Ay

f lineal < « =m; VAx < larazén de cambio es constante

® ¢qué dice esto de la funcion lineal ?: /y

» que Ay es directamente proporcional a Ax.
(lo que legitima el uso de “regla de tres”)

> finalmente, y fundamentalmente, que /
“velocidad de variacion constante” /

AX

» una Propleti 1. UG, Presting. id A
funcion lineal .y solo ella. y=2x+1 = A%= 2
® Esta Gltima observacion: ¢qué dice de las funciones no lineales ?:
Ay

> que, - # Cte;

> que, Ay noes directamente proporcional a Ax. (no vale el uso de “regla de tres)

> (que no se puede establecer a priori cuanto variard y al variar x en una unidad.
De otra forma, que la velocidad de variacion de y, noes constante.

Dada f no lineal y X, un punto de su dominio, ¢habra algin método o forma de conocer la

velocidad a la que estaria variando f, cuanto menos en ese punto ?.

Contestar esta pregunta requiere investigar la razon de cambio para f no lineales; la existencia de
alguna “regularidad” o “patrén” en el comportamiento de las mismas.

@® Razon de Cambio y Funciéon No Lineal.

Comenzamos investigando un “caso simple” : f(x) =x*. Para ello procedemos a:
e elegir un x, 2 X,=1
e calcular Ay para distintos Ax; hacer esto de la forma mas apropiada al caso.
e calcular Ay/Ax; organizar la informacién de modo que permita detectar
algin hecho o dato peculiar en el comportamiento del cociente incremental.

Célculo de Ay : disponemos de dos procesos para concretar este calculo,

¢ talque Ay =@ (Ax). Hallada ¢, disponemos de una férmula de calculo.

Si el objetivo es hallar un Unico Ay, no se justifica el uso del proceso (I1).
Pero si el objetivo es hallar Ay para varios Ax, el proceso (I1) es mas conveniente
pues provee de una “formula” que facilita y agiliza la tarea.

Usamos (I1) para investigar larazon de cambio para f(x)=x* y X,=1.

AxeR > Ay= f(1+ax) - f (1) = (1+ax) 2= (1)?= 2.AX + AX®
Luego: Ay =@(Ax) con Q(AX)= 2.AX + AX®
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e Obtenida ¢, la usamos para calcular rapida y

— 2
sistematicamente los Ay correspondientes a Ax| Ay =2. Ax+ Ax Ay IAX

distintos Ax (elegidos segun el caso) 2 8 4
e Organizamos los resultados en una tabla . 1.5 5.25 3.5
e Calculamos y registramos el cociente Ay/AX. 1 3 &
Procedemos a investigar el comportamiento 0.5 1.25 2.5

de dicho cociente; o sea, de la razon de cambio. 0.25 0.56 2 24

S LAY TAX # constante§
Li i AvIAx., ;decrecen??:

1) La lectura de la tabla muestra una tendencia en el comportamlento de los Ay, estos pareciera
que decrecen a medida que Ax 0.

Observaciones:

2) Nos preguntamos, ¢tendran los Ay un comportamiento definido ?,
£se acercaran “tanto como quieran” a un Unico nimero?.

De continuar la tabla con Ax cada vez mas chicos (Ax = 0.1; 0.01;...) veriamos que
los Ay siguen acercandose a “cero” y, aparentemente, “tanto como quieran”.
¢Cbémo corroboramos o refutamos esta hipotesis?: calculando lim Ay

AXx—0
lim Ay_ I|m (p(Ax)_ I|m [2AX +(AX)*]=0 v
AX—0
Conclusiones:
* Ay esun infinitésimo para Ax - 0 (segun lo demostrado)
* Ax es un infinitésimo para Ax = 0 (trivial)
* i—i, la razén de cambio, esun cociente de_infinitésimos .

El trabajo hecho permite descubrir que la razén de cambio ademas de ser vista como un cociente
de incrementos puede ser visualizada como un, cociente de infinitésimos.

La cuestion es si esta nueva forma de visualizar la razon de cambio habilita un camino (til a nuestros
fines; 0 sea, un método para investigar el cambioen y en relacion al cambio en X, en un entorno de
X, En el Cap.2 vimos que una forma de investigar el comportamiento “relativo” de dos infinitésimos
era a través de evaluar el limite del cociente entre ambos (lo que llamamos, “comparacion de
infinitésimos ). Luego, visualizar la razén de cambio como cociente de infinitésimos, proporciona un
método Gtil a nuestro propodsito: evaluar el limite del cociente entre los respectivos incrementos.

Concluimos asi que una forma de resolver el interrogante planteado para el caso de las funciones

. ) , . . A
no lineales esa través del calculo y evaluacion del |im ay

AX—0 Ax

El estudio y calculo de este limite constituye en su momento el desvelo y objetivo de grandes
matematicos como Newton o Leibniz; da lugar al desarrollo de una de las dos ramas
fundamentales en las que se divide el Calculo o Analisis Matematico: el CALCULO
DIFERENCIAL.

La importancia de este limite radica en que da respuesta a problemas de muchas y muy
diversas ciencias (matemdtica, fisica, quimica, biologia, economia, ecologia, etc.). Asi, y
debido a ello, se le da nombre propio, derivada, y se crean distintos simbolos para
representarlo.

Algunos de ellos: (%) ; ¥ (Xo) ; dy(xo)
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Luego, y en definitiva, de lo que nos ocupamos en este capitulo es de la DERIVADA.
Comenzamos con la definicion.

DEFINICION de DERIVADA:

Derivada Dada y=f(x) , X, € Df
de una funcién | con f'(xo) indicamos la derivada de f en X,, la que definimos
en un punto L e . A
¢ como:  f'(xp)= lim % (si el limite existe finito)
(Xo) AX—0

Observaciones:

1) El proceso de hallar la derivada de una funcién se llama derivacién.
2) Si existe f (X,), decimos que la funcion es derivable en x,.
3) Si existe T (X,), V x €D, decimos que la funcién es derivable en D.
4) Existen otras notaciones para la derivada , alguna de las cuales son:
dy df

y=foo —deada gy y = o 2L - pf(x)
dx dx

. A . .
5) Al cociente A—y, lo llamamos cociente incremental (Cl).
X

6) El calculo de derivadas es, en principio y basicamente un célculo de limite
yaque la derivada no es otra cosa que el limite del cociente incremental Ay / Ax.

7) El cociente incremental se puede expresar de distintas formas seguin como se escriba
el incrementoen X (AX 0 X-X, ) y el puntoincrementado (X 6 X, +AX).
La eleccién que se haga determina dos formas para Ay, porende, para el Cl:

== AY :f(xo +Ax) -f(x,) -Cl, La diferencia entre ambas formas,
AX AX o es lavariable en la que queda
expresado el ClI en cada caso:
Ay f(x)-f(x,) Cl (1) = queda en funcién de Ax.
& L = _ = Cl(z)) -
AX X=X, Cl (2)~> queda en funcién de x.
» Calculo “por definicion” de f'(x,)
, A f(x, + AX) — f(x
Con Clpy > f'(Xp) = lim Y lim (Xo ) = T(%o)
Ax—0 AX  Ax—0 AX
, Ay ) f(x) — f(x
Con Cl(z)% f(XO): lim lz li M
AX—0 X xsx, X7 Xo

En (*) el cociente incremental queda en funcionde "X ; luego, es necesario
cambiar la variable del limite. Para hacer esto tenemos en cuenta que:

AxX
*~—>

-9 20 >

AX >0 si y s6losi X Xo Xo X= Xo+ 4

= Como X=X,+4X, esevidente que: si AX > 0 entonces X - Xo.

= Como AX =X-X,, €sevidente que: si X > Xo entonces Ax > 0.
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@ Para hallar la derivada de una funcion, por ejemplo f (x)=Xx": procedemos a:
por ejemp p

. f(x)-f(x N xo"
&~ elegir alguna forma de expresar el Cl > Cl= ( )z x( °)= XX :0 ,
- A0 — Ao

—Xon

& calcular el limite del CI elegido - f'(xo)= lim
X—>Xo X=Xo

@® Cualquiera sea la forma en que planteemos el limite, debe quedar una indeterminacion
del tipo 0/0. (CI: cociente de infinitésimos).

Ejemplo: calculo por definicion de f'(5) para f(x)=x" con n=2;3;4
2 _ g2
' . -5 Lo
» f(x)=x> > £'(5)=lim X“=9n o (dividimos)
x—5 X—5 ﬁ
ind (6)

= |im(x+5)=5+5=10

X—5
3 ,  x3_53 o
» f(x)=x" > f(5)=Ilim ~_—— = (dividimos)
x5 X=9
= lim(x% +5.x+52)=52 +52 152 =75
X—5
4 ' R X4—54 L
» f)=x" > f'(5)=Ilim = - =(dividimos)
x—5 X—=D5
— Jim(x3® +5.x2 +52 x+53 ) =5+ 52 + 5 3+ 5 ° = 500
X—5

@® El andlisis retrospectivo y en conjunto de los pasos realizados para obtener f'(5) para distintos n’s
permite apreciar un “patrén” en el proceso de célculo de los respectivos limites. O sea, posibilita la
deteccion de un esquema que se repite potencia a potencia y que, de ser valido para todo n, permitiria
generalizar el proceso, simplificar el calculo de la derivada.
Generalizar un proceso requiere trabajar con método; es decir, proceder a la observacion y registro
sistematico de casos segun ciertos principios basicos como:

(si efectivamente existe un esquema o patron de calculo, dicho patrdén se hace visible,

no queda enmascarado por el resultado particular del caso).

* organizar el trabajo de modo que facilite la deteccion del patrén que se busca.

XM —x," . , ,
n |fx) | lim ——"—= f (5) £ (5) £ (5)
X —>X0 X—=Xo
= lim(x+5
2 |x? lim (x+5) =5+5 =25 | =10
— 2 2
3 |x° fim (X% +5.x+57) =524 524 5 =352 | =75
= 3 2 2 3
4 |x* lim O H#5XT457X457) o591 534 5% 58 | =45% | =500
........... vemos asi como se va configurando |el “resultado”
N X" |, que, para n genérico |el ‘resultado” seria | = n 5"°?
........ que, para X, y ngenérico |el ‘resultado” seria | = n x,"?




® EI trabajo realizado permite “inducir” una “férmula” para el calculo de la derivada de una
potencia. Como esta formula resulta de un “proceso inductivo” no podemos afirmar que
sea valida Vn. Paraello debemos “demostrar” que vale Vvn.

Regla Si f(x) =x" conneN,
de la

! —_n.yh1.
e entonces f(x)=n-x"""; ¥VxeR

, f(x)-f(x
Demostracidn: f'(Xo)= lim (x)=1(Xo)
X—Xo X—=Xo

f'(XO): lim M _

X—>Xo X—=Xo (dividiendo _por Ruffini )

= lim (X" + X. X"+, + (X)"Ex + (X))
X—=Xg = ~—
n sumandos
= \(xo)n'1 + Xo. (Xo) " 2 Ferern, + (%) "X + (xo)”'lb =N (%) "
Y

n veces (X,)"*

Conclusion: x, valor genérico; luego, f'(x)=n-x"1, ¥YxeR; VneN.

> El resultado hallado para exponentes naturales nos llevaa preguntar si laregla no
valdra para otros exponentes. Para ver esto calculamos y concluimos:

a) f(x)=§ [x *]. Calculando por def. > " (x)= - 1 [=(-1)x?]

X2

b) f(x)= VX [-x"*]. Calculando pordef. > F (X)= ——  [= % x"*]
24/ X
Para estos ejemplo (exponente negativo y fraccionario), la regla se cumple.

Si bien dos ejemplos no permiten sacar conclusiones generales, mas adelante, vistos

O sea, demostraremos la siguiente regla de derivacion:

Regla de la _ o
potencia Si f(x)=x*, con acR,
(generalizada) entonces f'(x)=a-x*?1, VxeR

@® En muchos casos, antes de derivar, conviene simplificar la funcién; de ser posible,
trasformar la misma en una potencia. Los siguientes ejemplos ilustran esta idea:

o f=— =x7 5 Fx)=(2)x°
X

e g(x)= x.4x =x¥? > g'(x) =(32).x?

e h(x)= X4“&&=X —xi > h'(x) = (5/4). x*'*

209
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@® Dado que el calculo “por definicién” de una derivada desemboca siempre en una
indeterminacién del tipo 0/0 en lo que sigue vamos a buscar formas alternativas de
calculo; en particular, reglas de calculo del estilo de las halladas para las potencias.

O sea, vamos a buscar reglas de derivacién que faciliten el calculo de derivadas.

® Pero, ¢ porqué o para qué calculamos derivadas®?.
Ocupados en el calculo en si quizas hemos perdido de vista el problema que
dio origen al concepto de derivada; no hemos analizado ain si la derivada es
efectivamente una respuesta apropiada a dicho problema.

Conviene entonces detenerse y reflexionar acerca de esta cuestion; es decir, si la derivada
resuelve el problema planteado al inicio de este capitulo, permite cuantificar o cuanto menos
estimar el “cambioeny relativo a un cambio en x” paratoda f.

Revisamos los resultados obtenidos y tratamos de concluir algo al respecto.

Ay

@ y'(5)=10 = Iim =—=10,
Ax —0 AX
@ lim &Y _10 indica, por definicion de limite, que:
Ax—>0 AX
1731 Ay bR H
si AX =0 entonces A—leo ; equivalentemente que,

“si AX~0 entonces Ay=10.AX".

0sea, que al incrementar x a partir de Xo=5

20 , ,
>y =xX; %X=5 —Eep 2 y”(5) =75. En formaanéloga que para X,

concluimos que al incrementar x a partir de Xo=05,

® Ensu momento, al comparar infinitos p/ x 2 +o, en particular potencias,
concluimos que la de mayor grado (ej: x°) le ganaba a la de menor grado (ej: X*)
(es decir, aumentaba mas rapido, a mayor velocidad ).
Y esto es lo que corroboramos aqui. Mas aln, ahora estamos en condiciones de dar
una estimacion de cuanto mas crece una potencia que otra en el entorno de Xo .
Efectivamente, y por ejemplo, del analisis hecho vemos que,

en el entornode 5 y para un_mismo Ax

x* casi 500 veces!!! .
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3.2 Funcién Derivada

En la definicién de derivada, al punto fijo lo indicamos con X,. Dado que X, representa un valor
genérico, lo podemos reemplazar por x, escribir:

, L f(x+Ax)— f(x)
f(X)_AIiTo AXx

Luego, para cada "x” donde este limite existe finito queda definida una funcion .

DEFINICION:

Dados y=f(x) y D={xeR /existe f'(x) }; Ilamamos
funcion funcién derivada , que indicamos f*, a la siguiente funcion :
derivada ,

P f:D— R
' . Ay
x—— F(xX)=1lim =
Ax—0 AX
Ejemplos:
calculando por definicién ,
1) f(x)=k(cte); Df=R f(x)=0; DfF =R
regla de la potencia ,
2) fx)=x ; Df=R > f(x)=1; DF=R

3) fx) =x° ; Df=R

4) f(9 =x; Di=R} y F(x)=

5) f(x)=x>+x%; Df=R

regla de la potencia

f(x)=5x* Dr =R

regla de la potencia 1 .

2Jx

f(x)=5x*+2x; Dr =R

Df =R"

calculando por definicién

calculando por definiciéon

6) f(x)=senx; D;=R >f (x)=cosx ; Df =R

calculando por definicion i

7) f9=Inx; Di=R" f (x)=1x; Dr=R

Observaciones:

1)
2)

3)
4)

Las demostraciones de las derivadas por definicion se hallan en el apéndice.

Respecto al dominio de la funcion derivada es importante destacar que calcular Ay requiere

o0.igual que el de la funcién, nunca mayor al mismo. Asi, y por ejemplo, en el caso del
logaritmo vemos que su derivada, 1/x , puede ser calculada para cualquier x’s distinto de
cero pero dado que la funcién In x no existe para X’s negativos, estos nimeros deben ser

descartados del dominio de la derivada. O seaque: Df =R-{0} "R"=R".
En general, el dominio de la funcién derivada es: Dt = D(eydef” ) Df .

En el ejemplo (5) vemos que la f es suma de dos funciones (dos potencias), que f resulta
ser lasuma de las derivadas de esas dos potencias.

Luego cabe preguntarnos si esta no sera una propiedad de la derivacion; o sea, la derivada de
una suma de funciones, ¢seré siempre la suma de las derivadas? .Y en el caso de un producto de
funciones, ¢qué pasara?.

En lo que sigue vemos estas cuestiones.
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3.3 Propiedades de la Derivada — Reglas de Derivacion
Continuidad y derivabilidad son propiedades deseables para una funcion; luego, debemos:

* idear criterios rapidos para hallar dominio de continuidad y derivabilidad de f.
* determinar si existe alguna relacion entre ambos conceptos.

Por otro lado una funcién puede venir dada por su gréfico o ser facil de graficar con el auxilio de
alguno de los tantos dispositivos que hoy existen; asi, conviene disponer de criterios graficos que
permitan detectar facilmente del grafico los puntos de discontinuidad y no derivabilidad.
Respecto al dominio de derivabilidad , este depende de como esté dada la funcién. Asi, si la ley
viene dada por una ecuacién: Df" = Df m D(ley de ).

¢Y silaley viene dada por més de una ecuacion?. Veamos un ejemplo:

Ejemplo: Hallar dominio de derivabilidad de f(x) =|x]|. Ay

@ si X, > 0; existe un entorno de x, donde x >0;
0 sea, donde | x|=x. Luego:

[X|=[xo| Xo

' . . X = .
f'(X)=1lim————=1lim_,—_=Ilim1l=1.

X—>Xgo X=Xo X—>Xgo X=Xo X—>Xg

X, <0 0 X, >0
@ si X, <0; existe un entorno de x, donde x<0;

osea, donde |x|=-x.Luego:
' . X_XO . (_X)_(_X ) -
f'(Xo)= lim = X ‘: lim X_—XOZ lim-1=-1

X—Xo 0 X—>X o} X—>Xo

@ si X, =0; no existe ningn entorno donde los X’s no cambien de signo ;
luego el calculo del limite debe hacerse a través de limites laterales.

*) lim |X|_|O|: lim X _ lim 1=1 Limite laterales distintos.
x>0t X~ x>0t X Xx=Xg = no existe el limite del CI;
|X|_|0| _x = no existe derivada;
(*) lim = lim — = lim -1=-1 .
w0~ X ws0- X X=X = noexiste f (0).
Conclusién: f(x)=|x| es derivable en R —{0}: Ty
1
, -1 si x<0 )
f(x)={1 si x>0 D, f >
-1

® Si observamos la grafica de f (x) =| x| resulta notorio que en x,= 0, punto
donde f no es derivable (y solo alli), la grafica presenta un “angulo” 0 “esquina’.

En razén de ello a este tipo de punto lo llamamos “punto anguloso”.
® Se puede probar que un punto anguloso sefiala un punto donde la derivada no existe.

@® Si observamos la gréfica de f (x) =| x | con el objeto de detectar alguna relacion
Entre derivabilidad y continuidad, claramente vemos que f es continua en cero.
Esto indica que la continuidad no es _condicidn suficiente para la derivabilidad.
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y
> f continuaen x,=0
> f no derivableen x,=0 X |
X:
t
Ejemplo : 2r
X x<1
f(x)= r 1
2 P x>1
1 X

® \/ X, <1; existe & tal que V XeE (x;;8) > f()=x ; F()=2X = F(X)=2X,
® VV X,>1; existe § tal que VXeE (x;;8) 2 f(x)=2 ; fx)=0 = f'(x)=0;

® x,=1; f cambia deleyen 1 -> calculamos limites laterales.

. . . Limite laterales distintos.
lim f(x)—f (1) =lim x*-1= lim (x+1) = 2

Xey1- X-1 x—1- X-1 X—1- = no existe el limite del CI;
. . . = no existe derivada;

lim f(x) -f(1) = lim 2-1 =lim .1 =+o ]

wolte | X-1 xosle X-1 x4+ x-1 = noexiste f (1).

@® Siobservamos la gréaficade f ; vemos que f es discontinuaen x,=1
Luego, la continuidad en el punto parece ser condicién necesaria para la
existencia de derivada en el punto . En lo que sigue vemos esto.
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TEOREMAS FUNDAMENTALES del CALCULO DIFERENCIAL

TEOREMA 1 (relacién entre derivabilidad y continuidad)
Si f es derivable en x,, entonces f es continua en X,.

Demostracion: f derivableen x, = lim TO)=1(X0) =f'(x,)

X—Xo X=X

Luego, por el teorema de escritura fuera del limite (teorema 18, capitulo 2),
el cociente incremental se puede escribir como el limite, f'(x, ), més un
infinitésimo para X > X, ;

osea 1) T(Xo) =f'(X,) + &(X) ; con lim gx)=0
X — Xo X—> Xo

F(X) = T(Xo)= (F'(Xo)+ &(X)) .(X~X)
f(x) = F(Xo)+ F'(Xo).(Xx=%) + &(x) .(X~Xo).

Recordando que, fcontinuaenx, < lim f(x)=f(Xx, ); calculamos el limite:
X—> Xg

lim  f(x)= 1m [f(x,)+f'(X0).(Xx=X;)+ &(x) .(Xx=X%) ] =
X—>Xg X—> Xg

= f(X) + f(X). 0+ 0 = f(xo)

Luego: lim f(x)= f(x,) = f continua en Xx,. (g.e.d)v
X—>Xg

Observacion :

Probada la verdad de una afirmacion del tipo p=>q inmediatamente debemos
investigar la verdad de las proposiciones derivadas de ella.

1) directa: p—=>q ;  f derivable en xo = f continuaen xo, (V)
p q

2) reciproca: q—=2>p ; fcontinuaen x, = f derivableenx, (F)

3) inversa: ~p—2>~q ; f noderivableenx,= f discontinuaen X,. (F)

4) contra-reciproca: ~q = ~p ; f discontinuaen x, = f no derivable en x,. (V)

Justificacién

2) Lareciprocaes falsa: f(x) =|x| es continuaen ceroy no es derivable en cero.
4) La contra-reciproca es verdadera porque la directa es verdadera.

O sea, discontinuidad implica no derivabilidad . Y tenemos otro pardmetro
para detectar puntos donde no exista la derivada: la discontinuidad. Luego,

f no derivable en los puntos donde el graf f presente angulos; saltos 6 agujeros.
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TEOREMAS: REGLAS de DERIVACION

En esta seccion vamos a ver “reglas” para calcular la derivada de funciones obtenidas a partir de
otras, a través de operaciones algebraicas, composicion o inversion.

La demostracion de las mismas se encuentra en el apéndice de este capitulo

TEOREMA 2 (derivada de la suma o resta)

Si f y gson dos funciones derivables en x , entonces f+g es derivable en x,

y valeque: (fxg) X)=f " (X) £g" (X).

TEOREMA 3 (derivada del producto)

Si f y gson dos funciones derivables en x, entonces f.g es derivable en x,
y vale que: f.g)X)="1fX.g(x) +f(x). g (X).

Corolario teorema 3:

Si f esderivableen x y k=cte, entonces k.f es derivableen x,
y valeque: (kf)(x)=Kk.f (x)

TEOREMA 4 ( derivada del cociente)
Si f y g son dos funciones derivablesen x y g(x)# 0, entonces f/g es
derivable en x, y vale que:
(flg) 0= (x).9(x) - f(x). g (x).
9°(x)

TEOREMA 5 ( derivada de la composicion o “regla de la cadena” )
Si fes derivable en g(x); g es derivableen x y lafuncién compuesta h=fog
estd definidaen x, entonces h es derivableen x, y vale que:
h™(x) = f (9(x). 9" (x)
0 (fog)” (¥) = f (9(x)). 9" (X)

TEOREMA 6 (derivada de la funcién inversa )
Si f es inyectiva, derivableen y conf'(y)#0 y g eslainversade f definida
por, g(x)=y < f(y) =x; entonces g es derivableen x , y vale que:
1 1

f'(y)  f'(g(x)

g'(x) =
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Ejemplos:
teorema 2

1) fx)=x+6 >
teorema 2

f'X)=(x) +(6) =1+0=1

) )= x* +/x

corolarioteorema3

Fr)= (¢) +(x) =45+

v

2/x

3) f(x)= 5x

v

1
f'x)=5 (Vx ) =5 ——
2/x

corolarioteorema3

4) f(x)=mx+h

f(x)=mx+h

R

f'x)=m.x)+(h) =m.1+0

v

f(x)=m

5) f(x)=3.x

corolarioteorema3

> f(x)=3. (x*) = 3.100 x** =300 x*

6) p(x) =3x>- x'+5x*+3

teor 2 y corolario3

> p’(x) =15x* 4x° + 10

teorema 3
7) f(x) =x* senx f (x) = (X% senx + x*_(sen x)’
f(x)= 2x senx+ X*  CcOSX
teorema 4

8) f(x)=x*/senx > (x)=(x2) senx - x* (senx)’

sen” x

f (x)= 2x_.senx - x*.Cos X
sen? x
teorema 5

9f()=sen ( x° )

> ()= sen’ ( x? ). x* )

funcion  funcion derivada evaluada derivada
exterior interior delaf. enlaf. delaf.
exterior interior int erior
2 teorema 5 ; 2
f(X) =sen (x°) > f7(X) = cos (x7). 2x
2 2 teorema 5 ; ,
10) f(x) =sen “(x) = (sen Xx) > f'(x)= 2.(senx) .(sen x)
5/—/ - | — (S
flnt. f.ext. derivada derivada
f.ext.evaluada de Ila
en la f.int. fint.
teorema 5

f (x) = (sen x)

> f’(x)= 2.sen x. cos x
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teorema 5

11) f(x) =cosx =sen (X + /2) > f'(X) =cos (x +n/2).1 = - sen X
f(x) = cos x _ f'(x) =-senx
t 4 . _ .
12) f(x)=tgx = sen x eorema > F(X) = (sen x)".cos x—sen x.(cos x)
COS X C052 X
£ (x) = COS X.COS X — sen X .(—sen X)
cos? x
f(x) = tg X —  f=_1 ‘
oS “ X
teorema 6
13) gx)=e* > gx)=y < Iny=x ; (Iny)y =1y
. 1 1
Luego; g'(x) = = —_=-y=¢”*
Iny)" 1
(ny)" 1
f(x)=¢ — =€ ‘
teorema 5
14) f(x)= e*" > F7(x) =e ¥ (sen x)” = e **"*. cos X
teorema 5
f(x)= e 9% > F(x=e9%.g(x ‘
15) f(x)=a* (a>0)
X | X xIna teorema 5 - xIna -
f(x)=a”= e'N@" =¢ > f(x)=e "% (x.Ina)
f(x)=a" —  fx=a"Ina ‘
_ _Inx corolarioteorema 3 1 11
16) f(x) =logx = in10 > (x)—m.(lnx)_m.;

Observaciones:

1) De los ejemplos vemos que las reglas de derivacion permiten calcular la derivada de las funciones
obtenidas al “operar” o “componer” dos o mas funciones elementales.

Asi, con estas reglas y conociendo la derivada de las funciones elementales (seno, logaritmo natural,

potencias, etc) podemos obtener la derivada de cualquier otra funcion. . Luego, resulta conveniente
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tabular las funciones derivadas correspondientes a las funciones elementales, disponer asi de una TABLA
de DERIVADAS. (apéndice)

A partir de conocer la derivada de las funciones elementales vy las reglas de derivacion, el
proceso de derivar se resume a la aplicacion de estas reqglas; o sea, se obvia el calculo del
limite y se usa, en cada caso, los resultados ya probados.

2) Los teoremas de suma, resta, producto o composicidn se presentan para dos funciones pero se
pueden extender a tres 0 mas funciones. Asi:

a) (f+g+h)y=f"+g +h

by (f.g.h) =f.g.h+f.g.h+f.g N

o Cf - g ohyw= T (g(h(x). g (h(x)).h(x)

fext f modia f.int derivada derivada evaluada derivada
dela f. delaf. enlaf. delaf.
exterior media  interior interior
. , 1
Ejemplo: k(x)= In(sen(x%)) > Kk (x)= ——— .cos(x>). 3.x°
sen(x?)

3) En el caso de la funcion compuesta h=fog si hacemos:

z =f(y)}
= z=fF X)) =fog(xX) = z=h(x
y = 9(x) (9(x)) g(x) (x)
. oo , d
y usamos la notacion de Leibniz: g = Y ; f':E ©h = dz
dx dy dx
la regla de la cadena queda expresada como:
dz_ dz dy
dx dy dx

Escrita la regla de la cadena de esta manera queda claro que, en esencia, la derivada de la funcion
compuestade f yg es el “producto” de las derivadas de fy g ( jen su variable! ). Esta forma de
expresar la regla resulta “consistente” con la interpretacién que hemos hecho de la “razon de
cambio” como ~ incremento aproximado de la variable dependiente en relacion al de la
independiente”.
Asi, y por ejemplo, si "z se incrementa aproximadamente 5 veces mas rapido quey” e ‘y se
incrementa aproximadamente el doble de rapido que X" entonces es intuitivamente razonable
suponer que para z como funcion de x resulte que "z se incrementa aproximadamente 10 veces
mas rapido que X
4) Para ciertos casos de funciones compuestas, aquellos donde una de las funciones es

una funcién elemental, podemos establecer las que llamamos reglas “generalizadas

de derivacion (ver ejemplol14). Asi tenemos:

® Regla 1: generalizada para la potencia: sea o cualquier namero real ,

(I[Fe0l* ) = alf el * 7. ()

e Regla 2: generalizada para la exponencial: (e’ ®) =e ™ f (x)

. f’
® Regla 3: generalizada para el logaritmo: ~ (In f(x)) = Y "(x) = ()
f(x) f(x)




219

5) Un caso especial de composicion de funciones es el de una potencia donde tanto base como
exponente son funciones: h (x) = f (x)] ¢%.

En este caso debemos escribir h de otra forma a los efectos de poder detectar cuales son las

funciones que la “componen”. Para ello debemos “"bajar” g del exponente. Acudimos entonces al

logaritmo y su inversa la exponencial, aplicamos una a continuacion de la otra (y asi, dado que la

exponencial deshace lo que el logaritmo hace, podemos escribir la igualdad de otra forma,

preservandola.)

hx=[f®]*%® = h(X)=e|n(f(X)g(X)) = h(x)=e9C)Inf(x)

Reconocemos asi que h, en esencia, es la composicién de dos funciones:
la exponencial e * y el producto, g(x). In f(x)

® Regla4: derivada de f9.
Si h=[fx]%™® |

* expresamos h como exponencial: h(x)= e9(¥)InT(x)
* derivamos aplicando la Regla-2 y expresamos h en su forma original:

h'(x) = e9CNCTON () . IN AT = [F 001 % [9() . In F)
*derivamos el producto e informamos el resultado (Teor. 3 y Regla-3).

sen x e senx.ln x

Ejemplo: h(x) = x =
h'(x) = eSMINX o x  Inx)” = x*"%. (cos x. In x +sen x . 1/x)

Derivada de potencias: podemos ahora justificar la regla de derivacion de las potencias.
h(X) - X(X - e(x.lnx

W) =e®!"™ (@.inxy = x% (@. )= a. x7?

6) Laregla de lacadena facilitael célculo de la derivada de funciones inversas ya que,
si g eslainversa de f, tenemos que fog= id, con id(x)=x.
Luego, derivando miembro a miembro, tenemos que:
[fog] =[id]  ; aplicando las reglas de derivacion,
f(g(x).g (x) = 1, de donde despejamos g (X) .
Ejemplo: recordando que y=arcsenx < x =seny, ye[-n/2; n/2];

vamos a hallar la derivada de g(x) = arc sen X, a partir de considerar esta funciéon como la
inversade f. ( f(y)=seny, Df=[-xn/2; n/2])

o idx)=fog(x)

® X =sen(arcsenx)

® (x)"=[sen (arc sen x)]’

e 1 = cos(arcsenx).(arcsenx)” = (arcsenx) = !

cos (arcsen x) @
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Esta derivada puede expresarse de otra forma acudiendo a la identidad Pitagorica:

sen’y +cos’y =1 - cosy = y1-sen’y

—n/2<0<n/2

Como y=arcsenx = cos(arcsenx)=\/l—senz(arcsen x)=x/1—x2

Reemplazando en (1) (arcsen x)” =

4 1=X%

De igual manera hallamos las derivadas de las otras funciones trigonométricas inversas.

3.4 Derivadas Sucesivas

Si f es una funcion derivable en cierto dominio D su derivada, f* , es una funciéon con dominio en
D; luego, puede ser derivada a su vez, obteniéndose asi otra funcion la que llamamos derivada
sequnda de f y denotamos ™.

Asi: F()=3x"+5x2+2x > F(x) =12xX+10x+2 > " (x)=36x*+10

. e d d?
Otras notaciones: f =y o 4 (—y) &y (notacién de Leibniz)
dx dx°  gx?

El proceso puede continuar; obteniéndose asi las derivadas sucesivas de f:

- derivada tercera de f: f =(f")

rrr_r

- derivadacuartadef: @ =(f")

- derivada n-ésima de f: f® =(f™)" (derivada de f “n veces” ).

3.5 Derivadas Laterales

. A
a Por definicion :  £(x,)= lim =Y

Ax—0 AX

a Porteorema: lim f(x)=L < lim f(x) = lim f(x) =L

X —Xo X — Xo+ X —>Xo~
. A . A . A
Luego: lim Y oexiste o lim Y = lim Y (finitos)
Ax—0 AX Ax—0" AX  Ax 50~

0 Los limites laterales del cociente incremental se indican y conocen como:

Derivada lateral por derecha: ~ f(x,’) = lim Ay
Ax—07" AX
. o oy - . Ay
Derivada lateral por izquierda:  f(x, )= lim =%
AX—0" AX

o Conclusion:  f derivable en x, < (%)= f(X )



Ejemplo 1: N ©ox<1
f(x)= ;
X+ -2 x>1
\ \
\ 7/
1
® X, <1; VxeE (x:;8) > f(x)=x*; f(x)=2x = (%)= 2%,

® x> 1; VXEE (x;8) D f (X)= -X*+ 4x-2 y ()= -2X +4 = (%)= -2%+4
Xo=1; si xeE (3;8), f(x)=7?...... f' (1) =? = debemos acudir a la definicion.

f)=lim fx) - f)=?
X-1

X -1

f cambia|de leyen 1 = calculamos derivadas laterales.

y
F)=lim f)—f(1) = lim x2-1= lim (x +1) = 2

x—1- x-1 xs1- X-1 x—1"

f(1 )-I|m (x)-f(l)—llm -x% +4x-3 = lim (-(x-3))= 2

xol+  X- x—>1+

X—>1+

e

|

fF)y=f @ =2 (1) =2

Ejemplo 2:
2

® x,<1; VxeE (x;;8) = q(x)=x* :q (x)=2x = 0 (Xo) = 2%,

® X, >1: VXeE (x;8) = q(x)= x*4x+4 ; g (x)=2X-4 = ' (Xo) = 2X,- 4

o x=1; xeE(1;3) > qW=?? = q@ = limgx)-q1)= ?
x-1

X —1
g cambia deleyen 1 9Lalculamos derivadas laterales y concluimos

q’ (1) = lim g(x )-g( )=¢ lim x*-1= lim (x+1) =2

x—1- x>1- X-1 x—1-

q (1 ) =1lim g(x) - g(l) = lim x* -4x+3 -4x+3 = lim (x-3)= -2

Xx—1+ X—1+ x—1+

?

v
q@)=q @) = q(0=4
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Observaciones:

NG ©ox<1
f(x) =

XH4x-2 T x>1

2X DX <1
f(x) = 2 ;o Xx=1

2X+4 0 o x>1

N

\. f derivable en todo su dominio =

graf f curva "suave”.

X2 - ox<1
q(x)=

X2-4x+4 3 x>1

2X D x <1
qx) = i pox=1

2x-4 ; x>1

P, = punto anguloso

N

\. g no derivable en x,=1

= P, (1;1) "punto anguloso". \

@® Como en | x |, nuevamente observamos que puntos del dominio donde f no es derivable

se corresponden con puntos anguloso en la graf f y viceversa.
Para verificar o refutar esta afirmacion debemos precisar la nocién de punto anguloso; es

decir, establecer con claridad que es aquello que los caracteriza.

A tal efecto, dada una curva C y un punto P en C, procedemos a investigar como se desplaza la recta
tangente a C en P a medida que movemos P sobre la curva. Para ello, cada tanto y con un pequefio
segmento, graficamos la recta tangente en P. Marcadas varias tangentes, las suficientes para detectar
alglin “patrén’, estamos en condiciones de analizar “el comportamiento de las rectas tangentes’.

2C, curva suave (sin puntos angulosos). En este caso el desplazamiento de las tangentes
sobre la curva también es “suave” ; o sea, las rectas van cambiando de posicion en

forma lenta, con “continuidad’, no se aprecian cambios “abruptos” en sus pendientes

al pasar de unpunto a otro muy préximo

P

ejemplo 1

NG S x<1

f0=9 |
X+ 4x-2 ;o x>1
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2 C, no suave (presenta un punto anguloso en Pg). En este caso el desplazamiento de las
tangentes es suave hasta llegar a P, donde se produce un cambio “abrupto” en las
pendientes de las rectas. Luego de P, vuelven a cambiar en forma suave, con continuidad.

P, ejemplo 2

NG x<1

qx) =

X2 - AX +4 x>1

e Problema: ¢Yen P,?, ¢hay tangente?.
Pero, ¢qué es una recta tangente?, ¢ lo sabemos? .

3.6 Recta Tangente

En el gréfico adjunto facilmente reconocemosa t como la recta tangente a C,en P,

Las posiciones relativas de C y t concuerdan con la idea intuitiva que
tenemos de recta tangente, de alli que facilmente reconocemos t como la
recta tangente. O sea, la intuicién

alcanza al efecto de reconocer rectas tangentes. Pero, ¢alcanza al efecto de
establecer que es lo que las “caracteriza” ?.

Desde lo intuitivo diriamos que,

pero esta afirmacién no es “totalmente correcta”. Que C y t setoquenen
. . . un Unico punto no es condicion suficiente (ni necesaria) para distinguir a t
/Lt 5 " i " ¢ 1 de otra recta que pase por P,

Veamos algunos ejemplos:

*CS > Condicién Suficiente
r-> noes tangenteenP,: *CN > Condicion Necesaria
{2 tangentea C en P. t > tangenteaCen P,

intersecar a C en un
Unico punto, no _es CS 5
para ser tangente a C.

Intersecar a C en un p
Unico punto no es CN
para ser tangentea C P C

-
/ > | Conclusion: no fiarnos de la intuicién /(
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Dadat, rectatangentea Cen P, (X,;Yo), para hallar aquello que caracterizaa t debemos analizar la
cuestion en forma local ; o sea, trabajar en entornos de X, . Concluimos asi la:

Condicion de tangencia.

t es tangentea Cen P, si y sblosi:

(1) existe un_entorno _de X,, E(Xo),
donde t y C se intersecan en el Unico
punto P, .

(2) todo_giro_de t sobre P,, aunque pequefio,
hace que t corte a C en P, otro punto de C.
O sea, que t pase de tangente a secante (S).

¢Ecuacion det?: y—-y,= my(X-X,); [ecuacion pto-pendiente]
Datos requeridos: P, (Xo; Yo) € t (conocido); m; = pendiente det (desconocida)

. .,S6lo conocemos.un punto de la recta este (nicg dato no alcanza para hallar m
® La condicion (2) de tangencia indica que si t es tangente a C en P, entonces deben eX|st|r muy préximas a
t, secantes a C que pasen por P, ; mas alin, tan préximas como se quiera. Esto indica que t seria la
posicion limite de las secantes; sefiala un camino para definir en forma rigurosa el concepto de recta

tangente. Para explorar esta conjetura investigamos el comportamiento de las secantes cuando P— Py;
0 sea, Si “s” tiende a una posicién limite

En general, dada y =f(x), C=graff y P,(X,; f (Xo)), existen tres situaciones posibles:

CASO1: f derivable en x, A<

< Cuando P — Py (por izg. o derecha),
las rectas secantes se acercan, y tanto
como quieran, a una unicarecta (r)
Osea; si P—> P, entonces s—r

= r cumple la condicién de tangencia en P,

Luego:i v r=t, rectatangente a C en P
/ P, no es punto anguloso.

................................................................................

W X




CASO llI-a: f no derivable en Xx,

= P> P, entonces s—n; £ T,
P > P," entonces s— r,

Las rectas secantes no tienden a una
Unica posicion limite.

= Iy, I ; no cumplen la condicion de tangencia.

(se pueden girar sin cortar a C en otro pto).

L.ueqo:
i ¥/ no existe t, recta tangente a Cen P,

\/ P, punto anguloso (cambio abrupto pend.)

.......................................................................

CASO Il-b: f no derivable en X,

= PP, entonces s—rn;
PP, entonces s — r, [f=r=r

Cuando P — Py (por izg. o derecha),
las rectas secantes se acercan, y tanto
como quieran, a una Unica recta (r).
Osea, si P—>P, entonces s—r

< 1 cumple la condicién de tangencia en P,

..................................................................

WV

Conclusion: si t existe, entonces t es la posicion limite de las secantes.

DEFINICION: ‘recta tangente”

t =lim s
P—)Po

t esla rectatangente a CenP, < cuando P— P,, por ambos lados y sobre C,
las rectas secantes (s) se acercan tanto como quieran a la Unica recta t.
Osea t, es la posicion limite de las secantes cuando P— P,

(si el limite existe)

Nota:

Como en el limite ordinario, definimos tangente lateral como la posicion limite
de las secantes cuando P— P, “por un solo lado” (izquierda o derecha de P,).

e t = tangente en P,, porizquierda (r;delej.);

e t* = tangente en P,, por derecha (r; del ¢j.);

t+= lim s
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Como en el limite ordinario, tenemos la siguiente propiedad para las tangentes:
|
| © Propiedad 1: t, recta tangente a CenP,, existe < t =t*

ECUACION DE LA RECTA TANGENTE Y DERIVADA

Hallar la recta tangente a una curva, su ecuacion es, histéricamente, el problema que da origen
al concepto de derivada. Este concepto aparece muy tarde en la historia de la Matematica; mucho
tiempo después que el de integral (200 A.C; con Arquimedes).

El concepto de derivada no se formula hasta el siglo XVII, cuando el matemético francés Pierre de
Fermat, tratando de determinar maximos y minimos de funciones descubre que el problema de
localizar valores extremos se podia reducir al de localizar “ tangente horizontales”.

Retomamos ahora el problema de hallar (si existe) la ecuacion de t, recta tangente a C en P, ( X, ;
Yo) € C . En particular, el de hallar su pendiente m, , la que hasta ahora no conocemos ni estamos en
condiciones de calcular pues s6lo tenemos un dato: P, ( Xo; Yo)-

Ecuacion de t: y—y,= my(X-X,) (ecuacion pto-pendiente, la mas apropiada al caso)

Datos requeridos: Py (Xo; Yo) €'t (conocido: Y,=1(X,))
m,= pendiente det  (desconocida) > im?.
Por definicion de recta tangente tenemos que: t= |im S.
P—P,

Asi, y desde lo intuitivo, dirfamos que si existen s préximasa t y tan proximas como se quiera
entonces sus pendientes, mg, deben de estar proximas a m,, la pendiente de t ; y mas aln, tan
préximas como se quiera.

Esta apreciacion da pie entonces a la siguiente definicién de m, .

Definicidn: pendiente de la recta tangente:

m¢= lim Ms (si este limite existe)
P—P,

Por la misma apreciacion, establecemos que:

esi t =tangente ‘porizq.” entonces mM¢- = |im Mg
P—Pg

esi t'"=tangente ‘por der.” entonces M = |im Ms
P—Pg

< Propiedad 2: mi existe <& Mmi-= Mg




» Célculo de m¢, pendiente de la recta tangente

A

S— y:ms.x+hs

_ay _ f(x)=f(xo)

mg=
f(x AX X = Xg
me= lim Mms
P—P,
f(xoi ...............................................
J P5>Po<> X X, < AX— 0
N X=X +Ax=
° = ° _ oy F(X)-f(Xe) _ (. Ay
me= lim —— - = lim =
X—>Xo X—=Xo Ax—0 AX
Conclusién: my, por definicion, es el limite del cociente incremental; o sea,

el limite con el que definimos f'(x,) , la derivada de fen X,.

Luego:

Observacion:

“ f derivable en

Xo = M= (X)”

si calculamos los limites laterales, obtenemos las derivadas laterales y,

en consecuencia, las pendientes de las tangentes laterales

fF(x)=f(%o)

me-= |lim Ms= |im = mg- = (%)
—- - X_XO
P—Pg X—>Xg
. ; f(x)=f(xq) P
M= lim Ms = [im T x—x. = me. = F(X7)
PP X=Xy 0

Interrogante: ¢y si f no es derivable en x,?.
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En lo que sigue resumimos las situaciones que se pueden presentar en la bisqueda de la tangente, su
ecuacion; situaciones que, segin vimos, estan ligadas al limite de Ay/Ax.

I - EXISTE o existe (x,)
T CASO | — N
= (finito) [ o my= f(X)
e existe t
lim f(x)=f(xq) > CASO Il-a e no existe f(x,)
X—>Xq X—Xg I!m_.laterales—>r e noexiste m
finitos y + e no existe t
11- NO
EXISTE CASO 11-b e NO exi_ste f(X0)
lim.laterales ® Nnoexiste m¢
L e e existet: X=X,
CAs9 or definicién me = |[j f00)= (%)
EI LIMITE P M T K ]
EXISTE 0 m = (Xo) |
finito)) —=— . F(x)-f(Xo) _ e
( ) f derivable en x, lim 70— (%)
X—>X ¢ 0
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Ecuacion det, recta tangente a C en P, (xo ; yo).

Y- Yo =M .(X=Xo)

m= £ (xg) | y—f(x) = F (%) (X—X0)

Yo = f(Xo)

t: y="1f(x) + f(X)

(X'Xo)

< Propiedad 3: f derivable en x, = existe t, rectatangente a C en P,,

m; = f(x,) y P, no es pto anguloso

Ejemplo1 - hallar la rectatangente a C=graff en P,(1; Vo).

NG s x<1
f(x) =
-XP+aAx-2 5 x>1
X =1; Yo=1; m¢=f"(1)=2 (pag.220)
t: y=fQ)+ f@)(x-1)
0 y=1 +2(x-1)
tt y=1+2x-2
tt y= 2x-1
CASO Il =~ e f()f( ....... )
: . X)— Xo —
ELLIMITE 5 li ek .[
NOEXISTE i . 272N o et

p

(%) # F(%")
M- M+

tTt”

———ll-a: f(x,): (%) “initos”

® No existe m;

m—9 N0 eXiSte t

b
(X )= % o

f(X*)=t o

i cambio abrupto en las
pendientes de las rectas

...................................................

e P, pto anguloso

—— En este caso: ¢qué pasa?




Caso ll-a : ejemplo. Hallar t, tangentea C=grafq en P,(;

x? cx<1
q(x)= ,
X -4x+2 ; x>1
%=1 Py (1; 1).
my=q (1) =?? (pag. 221)
me-=q (1)=2
m¢+=q (1) =-2
= q'(l):I = me= .[

= NO EXISTE “t”,
recta tg en P, ;
P, (1; 1) pto anguloso

*Calculo de una recta tangente lateral
t-: y=qg@)+ q@)(x-1)

t-: y=1 + 2 (x-1)
t-: y=1+2x-2

t-1 y=2x-1

|—) pero existet, con t //eje y

CASO ll-b
limite — 7 f'( Xo ) = J. m,
laterales
“infinitos” .
; Ejemplo 1

i Cambio :
iabrupto dei
i pendiente |

(ae):

—= P, pto anguloso

“extremo” |

} Ejemplo 2

cambio
abrupto de:
pendiente

Po
pto anguloso

“no es”
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Ejemplo 1 Ejemplo 2
J1=-x+1 ; x<1 f(x) = 3/x
h(9 = £(x)=f(0)
Jx=1+1 ; x>1 lim — -
X—0
h(x)-h(1) _ 1-Xx _
I -1 | \x—lx_-w : ig/;_o—
X—>17 X—1" lim X =t
X—0
. h(x)-h(1)_ . = /x-1_
lim == = lim =t =]
x—>1* Xx—1*
hw=J: texiste > t x=1 t existe > t: x=0

Prop. 4: P, punto anguloso (cambio abrupto de las tangentes al pasar por P,)
Casoll-a: @ rectatangente en P, = 8 M = A f(x).

Caso “'b: 3 rectatangente en PO: a5=90° = ﬂ my = ﬂ f'(Xo).

Observaciones : analizamos la propiedad 3 y las afirmaciones derivadas de ella.

f derivable en x, = existe t, recta tangente en P,

P q
* directa p=q ( Verdadera - Prop. 3)

* contra-reciproca: ~q = ~p ; “no existe t en P, = f no es derivable en x,”
(Verdadera, ladirecta es verdadera)

* reciproca ; q=>p ; “existe t en P, = f esderivable en x,”
( Falsa, contraejemplo: f(x) = 3/x )

NOTAS: f:D—>R; C=graff
(*) fcontinuaenD = Ccurva "continua" = C sin "saltos" ni "agujeros".

(*) f derivable en D = C curva "suave" = C sin "ptos angulosos”, "'saltos" ni "agujeros".
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Criterio grafico para la deteccién de puntos de no derivabilidad:

(*) P(xo; T (%)) punto anguloso de C =graf f = f no es derivable en x,. (Prop. 4)

(*) fderivableen D = existet, recta tangenteen P, YPOC (Prop.3) =

= C =graf f no tiene puntos angulosos en D = C curva suave .

NOTA:

Un “punto anguloso” no siempre es detectable a simple vista.
¢Como resolvemos esta cuestion en el caso que el caracter de P(x,; f(X,)) sea dudoso?.

-> Si conocemos la ley de f, calculamos la derivada por definicién y concluimos.

- Si estamos trabajando con un dispositivo graficador seleccionamos un entornode P y
nos “acercarnos’ mas y mas a P haciendo "zoom” con centro en P.

Entonces:

¢ Si P no es pto anguloso, la curva en la pantalla se ira “enderezando”
cada vez mas; o sea, se ird asemejando cada vez méasa una “recta’.

¢ Si P es pto anguloso; el &ngulo en P ird haciéndose cada vez mas
pronunciado y notorio, no quedaradn dudas acerca del caracter de P.

> f derivableen x,=1
= C’suave” en el entornode P(1;f(1))

> f noderivableen x,=1
= P(1; f (1)) punto anguloso.
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Célculo de derivadas segiin la forma en gue este dada la funcién:

1) forma grafica - se acude ala DERIVACION GRAFICA
2) tabla de valores = se acude a los METODOS NUMERICOS (en la préactica)
3) forma explicita (y=f(x)) = seacude a las reglas de derivacion.

4) ecuaciones paramétricas: (en la practica)

C J[x =f(t) > si y=o(x) entonces:
y=9(t) { 9 ()= 2%3 con t=f"(x) J

DERIVACION GRAFICA:

Ds = proy. sobre eje x
C=graf f —» f: Im f = proy. sobre eje y
Leyf: y=fX) <X y)eC

C suave y continua — fcontinua y derivableen Df — f (%0) =@

f (X)) = m ; luego obtenemos la derivada determinando m “graficamente”.

1) trazamos t ; recta tga Cen P, (Xo; Vo) '
2) en t, marcamos AX Yy su correspondiente Ay /
3) determinamos Ax y Ay, leyendo del gréfico. 3 p
4) calculamos m = Ay/Ax e informamos: .
A
' (xo) = Ay/Ax. 3 y
N - i o f i
errores gréficos y de apreciacion 4 o G-
AX

Ejemplo: P, (1;1)

X=1—>> Ax=05; Ay=y-y,=1 /t

- m;=1/05=2
- @) =2
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3.7 La derivada como razén de cambio. Interpretacion fisica de la
derivada

El objetivo esencial de este capitulo fue hallar una forma significativa de cuantificar el cambio en
L . , . A
y. Paraello, en un principio estudiamos la razén de cambio, %.

» flineal, f(x)=mx+h = %- m;V AX = razon de cambio " constante”.

. A . , . ,
» f no lineal = % # Cte = y _no_varia_ a 'velocidad  constante —

= el cambio en y, aln el relativo a x, depende del X, y Ax considerados.

Procedimos entonces a buscar una herramienta que, para f no lineales, permitiera estimar en forma
sistemética y simple el cambio relativo en y, en un entorno de X, 0 Df . Concluimos que esta
herramienta era la derivada de la funcion en x,; 0 sea, f”(xo).

Definida y estudiada la derivada, resta ain verificar si esta herramienta efectivamente brinda
informacién significativa en cuanto al cambio relativo en y. En lo que sigue nos ocupamos de
resolver esta ultima cuestion.

» flineal = f(x)=mx+h = f(X)=m= %;VX , VAX.

Conclusién: en este caso f'(x) indica el valor exacto del cambio en y en
por cada cambio unitarioen X :
“y cambia a razbn de ‘m” unidades, por cadacambio unitario en x”.

O sea, indica la velocidad a la que se produce el cambio en cualquier intervalo o
punto del Dom f.

Ejemplo1l: Si V=2t+1, [V]=1s, [t]=hs, indica el volumen de agua en un tanque en cada
instante t, entonces V “(t) = 2 (= AV/At) indica que el agua, en cualquier instante que se considere,
estd entrando al tanque a razéon de 2 1Is por hora . O, dicho de otra forma, entra a una
velocidad (cte) de 21Is/h.

Ejemplo 2: Si m=5t+20, [m]=mg, [t]=seg, indica la masa de soluto disuelta en un solvente
al instante t, entonces m’(t) = 5 (=Am/At ) indica que el soluto, en cualquier instante que se
considere, se esta disolviendo a razon de 5 mg por seg . Dicho de otra forma, a una
velocidad (cte) de 5 mg/seg. (v =vel. de “disolucién” )

Ejemplo 3: Si x=50t+20, [x]=Km, [t]=hs., indicala posicion al instante t de un movil que
se desplaza segiin un movimiento rectilineo, entonces x'(t) =50 (= Am/At) indica que el movil, en
cualquier instante que se considere, se estd moviendo a razon de 50 Km por hora. O sea, a
una velocidad (cte) de 50 Km/h.



234

Ejemplo4: Si T=-t+39, [T]=°C, [t]=hs, indicalatemperatura de un nifio al instante t ,
entonces T (t) =- 1 (= AT/At) indica que la temperatura estd "bajando” a razén de 1°C por hora
. Dicho de otra forma, a una “rapidez” constante de 1°C/h.

> fno lineal = F(x) = lim 2Y = | () ¢%_

y AX—0 AX
f no lineal = % # cte, dependede X, y AX.

Nos preguntamos entonces; para X, y Ax, fijos, la razdén de cambio, ¢ aué nos
informa es este caso ?.

Ejemplo 5:

Siv=t? [V]=1ts, [t]=hs., indica el volumen de agua en un tanque en cada instante t, facilmente
vemos que AV/At = cte ; que la razon de cambio depende det, y At. Para t, y At, fijos, la
razén de cambio, ¢qué nos dice acerca del proceso de llenado? Consideramos un t, y un At,
analizamos el caso.

Va . Jlr To= 1 @rrrvemeceeerrirrisnnns =V(1)=1
S At =2 ' tszs
Illlll l t = 3 @ cceerrrretittiiitintiiiiineies »V(3) -_— 9
” L RAZON de AV
AV=5 » SV =4 (ls/hs.
< / CAMBIO en [1;3] At (Is/hs.)

M

vl At=1 En el [1;3], V, ¢caumenta a razon de 4 Is./h. ?
3 . Analizamos lo que entra por hora al tanque en
},r’ AV=3 : distintos subintervalos del [1; 3] y concluimos:
- _ : At=1
v - i [1:2]....y AV=3 > %=3(Is/h)
3 At=1
[2:3]....y AV=5 > %=5(Is/h)

Conclusion: en el [1;3], V no aumenta a razéon de 4ls/h.

A poco que observamos los valores hallados en los subintervalos analizados, vemos que 4, la

razén de cambio en [1;3], es el promedio de dichos valores: 3%5 =4,

AV enel [1.3], . av @ razén ‘media” de cambio en [1; 3]; 0,

ZY 4 9 el volumen varia, At

At en promedio lo IIama@ & velocidad “media” en [1; 3] = Vy, [1; 3]
a razénde 4 Is/h
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En general dada y=1(x), X, 0 Df ; definimos la razon media de cambio como el cociente
incremental asociado a un Ax dado.

Definicion: razén media de cambio ¢ velocidad media, en [X,; X,+AX]

@ razon ‘media” de cambio en [X,; X,+AX]; 6,
lo llamamos

& velocidad “media” en [Xy; Xo+tAX ] = Vi [Xo; Xo+AX ]

en [Xo; X.+AX],
signficaque y varia, en promedio, a razén de” k" unidades
por cada cambio unitarioen X.

Para Ax cada vez mas chicos (Ax~0), es de suponer que el “promedio” se ajuste cada vez mejor a
la variacion de y en cada subintervalo del intervalo considerado. (o sea, que el promedio esté cada
vez mas proximo a los valores promediados).

En el ej. 5, en el [1;3] el agua entra al tanque a una razén promedio de 4 Is/h.; valor que difiere en 1
unidad del correspondiente a los subintervalos [1; 2] y [2; 3]. Por otro lado, en el [1; 2] el agua entra a
una razon promedio de 3 Is/h.; valor que difiere en 0.5 unidades de los correspondientes a los
subintervalos [1;1.5] y [1.5;2] (respectivamente 2.5 y 3.5 Is/h.).

Vemos asi que para At cada vez mas chico, la velocidad media o razén “promedio” de cambio

(32%)%&5\ efectivamente cada vez més préxima de los valores promediados

16 / At | t =1+At |AV=F(1)-f(1) |AV/At = vy, [1; 1+At]
VO 4 i ; 2 | 3 8 4 =vn[l; 3]
- fa"f 15 | 2.5 5.25 3.5 = vy [1:2.5]
{e 7 1 |2 3 3 =Vnll; 2]
1° JAV=E8 |os | 15 1.25 2.5=Vp[L15]
! 3‘ 025| 1.25 | 0.56 2.24= Vpy[1;1.25]
o / : 01| 1.1 0.21 21=Vp[L;11]

Por otro lado, del cuadro observamos que las velocidades medias se acercan cada vez mas a 2;
en otras palabras, que para At =0 la vy, [1; 1+At] seria “casi ™ 2.

Concluimos finalmente que:

“en un intervalo [1; 1+At ] de longitud “infinitesimal” (At =0), el agua estaria entrando al tanque
aproximadamente a una razén promedio de 2 Is/h.; siendo este valor una muy buena aproximacion
de lo que realmente pasa en el intervalo “infinitesimal” .

En funcion de esta observacion, a este valor limite de las velocidades medias lo
llamamos velocidad instantanea en t, =1 y lo indicamos, v(t,).
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Enelejemplo5: v (1) = |im Vm[1;1+At]
At—0

. \% . 24t-At? _
v(d) = lim K: lim T‘Z
At—0 At—0

v (1) = 2, indica que ala hora de iniciado el proceso, el agua esta
entrando al tanque, aproximadamente a razon de 2 Is/h..

Observacién: el uso y costumbre ha llevado a que la palabra “aproximadamente” se la de
por “sobreentendida’, se la omita por lo tanto al hablar de velocidad instantanea.

En general dada y =1f(x), X, 0 Df ; definimos la velocidad instantanea en Xx,, que
indicamos V(X,), como el limite para Ax - 0 de las velocidades medias.

Definicidn: velocidad instantanea en X,, V(X,) (0 razén media de cambio)

V(X)) = lim Vm[Xo; Xo +AX]  (si existe finito)
Ax—0

Interpretacion fisica:

V(x,) =k, indicaqueen X,; Yy estavariando, aproximadamente,
a razonde k unidades por cada cambio unitarioen X .

Célculo de la velocidad instantdnea: y=1f(x), X, 0D f

A ’
V(%) = lim Vi [Xo %o +AX] = lim %2 = (%)

AX—0 AX—0 4X

** Concluimos finalmente que la derivada es la herramienta que estabamos buscando
ya que brinda informacion significativa del cambio eny en relacion al cambio en x :
permite hallar, aproximadamente y en un entorno de X,, el cambio en y
por cada cambio unitario en x.

Ejemplo 6:

Si sabemos que la ecuacion del movimiento de un cuerpo que cae del reposo es
y=16t* : [t]=seg, [y]= pies: ¢podemos entonces establecer a razén de cuantos
pies/seg. estara cayendo este cuerpo alos t seg. de haber comenzado a caer ?.

® En este caso, como el anterior, fno es lineal, la razon de cambio, no es constante.
Luego, y en analogia al otro caso, para responder el interrogante planteado lo que
podemaos hacer es calcular la razén “‘media” de cambio en el intervalo [t ; t + At],
el limite de las mismas para At = 0.

(Cabe aclarar que en el caso de la funcion de posicidn lo habitual es el uso de la expresion “velocidad
media” antes que la de “razon media de cambio” ).

Asi, y por ejemplo, para hallar como estaria cayendo el cuerpo luego de 1 seg. (t =1) que
comenzara a caer, podemos proceder a:

1°) calcular la “velocidad media” del cuerpoen el [1;1+At]; osea, a obtener la
velocidad “promedio” con la que el cuerpo estaria cayendo en dicho intervalo.
Hacer esto de la forma més conveniente al caso; o sea, buscando una ley que
permita realizar el calculo para distintos At, en forma sistemética y organizada
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2% calcular |im Vm[1;1+At] y concluir.
At—0

En lo que sigue, previo un reconocimiento de la funcion, concretamos este proceso.
segun las leyes de la fisica

y =f(t), f funcion de posicion
del cuerpo que cae

> yoy,t+vt+ Yoat?

l

— . —-N - —_ — 2
y=f(t) con f()=161 e ® Yo=0;vo=0; a=g=32pls
® y =posicion del cuero con

respecto al punto del cual cae.

indica

B .
i'e como graduar el eje y

............ &} 0. o "t
1+At)- (1
H [0) . = = =
(=% ®16 19 Vm [1; 1+ Af] At 32+16 At = @ (At)
32 Calculamos para distintos At, usando @ (At) :
\ 4
48 o At=1 9 Vp[l1;2]=48
[t=2] () @64 En [1;2] el cuerpo cae a una razén ‘promedio” de 48 pies/seg.
80 ® At=0.5= Vny[1;1.5] =40 pies/seg
96 En [1;1.5] el cuerpo cae a una razén ‘promedio” de 40 pies/seg
v
102 ® At= 0.1=> Vy[1;1.1] = 33.6 pies/seg
En [1;1.1] el cuerpo cae a una razdén “promedio” de 33.6 pies/sg
W +) para At->0, las velocidades medias, ¢tienden a un limite? .

29 lim Vm[l;1+Atl= |im 32+16At = 32
At—0 At—0

Podemos decir entonces que la velocidad media se acerca tanto como quieraa 32 pies/seg.;
0 sea, que en el caso de un intervalo [1;1+At] de longitud “infinitesimal” (At = 0),
32 pies/seg. €s una muy buena aproximacion de lo que “cae” el cuerpo por segundo.

Concluimos asi que: “a 1 seg. de haber comenzado a caer, el cuerpo estd cayendo
“aproximadamente” a razon de 32 pies por segundo .

Equivalentemente: “que la velocidad “instantanea” ent,=1 esde 32 pies/seg ”.
Nota: por uso y costumbre omitimos el “aproximadamente”, decimos que en t,=1 el cuerpo

cae a razon de 32 pies/seg. También es comin omitir el término “instantanea” , decir que a
1seg. de comenzar a caer lavelocidad del cuerpo es de 32 pies/seg .
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Observaciones

1) Laresolucion de los problemas 2 y 3 termina pasando por el célculo de un limite;
el del cociente incremental de la funcion para el incrementodelav.i = 0.
Este limite es el mismo con el que definimos derivada de una funcion en un punto.

Asi, para y=1f(X) y X, unpunto del Dom. f , tenemos que:

. L : . A /
Razdn ~instantanea’_de cambio (X,) = |im ay f'(Xo)
Ax—0 AX
velocidad " instantanea” (Xo) = Vi (Xo) = |lim ay f'(Xo)
Ax—0 AX

2) Sienel ejemplo 3 nos preguntaran a que velocidad estd cayendo el cuerpo a los
2 segs., unsimple célculo, el de f'(2) , basta para contestar esta pregunta:
. A '
vi@= lim o = f(2) =64
At—0
Es decir, si f(t)=16t* es la funcion de posicion de un cuerpo en caida libre,
entonces f'(2) informa sobre la velocidad instantanea del cuerpo a los 2 segs.;

0 sea., en este caso, informa que a los 2 segs.,
* la velocidad instantanea del cuerpo es de 64 pies/seg.
* el cuerpo cae aproximadamente 64 pies, en un seg.

3) Dada y = f(x), independientemente de cual sea el carécter de las variables,

f" (X,) informa sobre la “variacién instantanea de y ; 0 sea,

® Con este resultado queda con firmada la validez de los supuestos en los que nos
apoyamos para desarrollar los temas de este capitulo.

4) Los siguientes términos son de uso habitual:

velocidad media

Ay y-Y, razon media de cambio
AX X=X, g tasa de variacion media
variacion media

[ velocidad (instantanea)
dy . Ay razén de cambio(inst.)

} f’ X = (X = = —
(%) dx( o) AIX'TOAX tasa de variacion (inst.)

variacioninstantanea
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(%)= lim

y=f(x)

A

Derivada en un punto

v

Ax—>0 X —>X0 X — X0

Al y f (x) —f(xo0)
Ax im ————

—

Funcién derivada

e f":D>R
e D={x/fderivableenx}
, A
® Ley: f'(X)= Ilim ay
Ax—>0 AX

A 4

(%) = lim

Ax—>0

AUXILIAR DE CALCULO:
Tabla de derivadas

Ay

Ay —e

AX

A 4

Interpretacion geométrica:

Pendiente de la recta tangente
a lagraf. f en P, (xo; T (X))

Interpretacion geométrica:

Pendiente de la recta secante
alagraf. f en Py (X ; f (X))

Interpretacion fisica

Razo6n de cambio (instantanea)
Velocidad (instantanea)
Variacion (instantanea)

Tasa de variacion (instantanea)

v

(*) variacion ¢ proximaday d€ y

por cada cambio unitario en X ;
cuando X = X,

Interpretaciéon fisica
® Razo6n media de cambio.
® Velocidad media
® Variacion media
7 Tasa de variacion media.

(*) "promedio” de la variacionen y
por cada cambio unitarioen X,

en un entorno de X, de radio Ax.
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3.8 Apéndice

Célculo de derivadas por definicion:

En lo que sigue calculamos la derivada “por definicion” de algunas de las funciones elementales
(usamos la definicion que méas convenga al calculo, segun el caso):

f(x+h)-f(x)

f'00= lim K
h—0
. ) f(x)-f(x
F(x0)= lim )7 %)
X=X, 0

> Derivada de la constante: fx)=k > f(x)=0

, . f(x+h)-f k- _
f(x)=lim (x+ IZ (X)Z lim h =|lim0=20
h—0 h—0 h—0
> Derivada de la raiz cuadrada: fx)= JJx 2 f'(X)= 1
2./x
' . f(x+h)-f(x ) h— (x,+,porel conjugado)
£'(x)= lim g SO Ilmw =
h—0 h—0
Jx+h=/x Jx+h+/x . .

= lim = lim
h—0 h “Ux+h+X hoo UX+h+x T 2/x

> Derivada del “seno’: f(x)=senx > f’(x)=cosx

. f(x)=f(x . osen(x)=sen(x,) *)
f'(x,)= lim TO)=1(x) lim °ol =
X=X, X = Xo X=X, X=Xo
y 2 sen (X5 ).cos( “2)
= 1m =
X—>Xo X = Xo
X— x0
- Sen( . X+ X
= lim ﬁ - lim |_COS( ° )] =1.C05Xo = COS X

X—Xg X—=Xo

2

( ) usamos la siguiente identidad trlgonometrlca con a=x y b=x,:

sena-senb = 2. sen( ) cos(aer




» Derivada del “logaritmo natural ”: fx)=Inx > f'xX)=1x
, . f(x+h)=f(x . In(x+h)=In(x) (prop.log.)
f'(x)= lim ¢ g ) = im h =
h—0 h—0

prop.log . 1/h
- lim 1_|n(x+h) > im In(x+h) _
h—0 h X h—0 X

1/h
) h (+) 1/ 1
= In I|m(1+) = Ine'*==
|:h—>0 X X

El célculo de la derivada del logaritmo requiere considerar los siguientes resultados:

X

1 -

» lim (1+— = e (con oo indicamos too )
X—> 0 X

f(x)
» lim f(X)=0 = |im(1+ L ) =€

X—a X—a f ( X )

f(x) =

x| =

X k/ x
= |im(1+k) = e ;
Xx—0

Este ltimo resultado permite resolver el siguiente limite:

AL X xk/x“k "
Iim(1+) = lim (1+) = e
X—0 k k

Resultado que aplicamos en (* *) haciendo x =h (variable) y k=X (cte)

1/h
lim(1+0)7 = o3/
h—0 X

TEOREMAS: Reglas de Derivacion

TEOREMA 2 (derivada de la suma o resta)
Si f yg son derivablesen x, entonces f+g es derivable en x, y vale:

(fxg) =1 (x) £g" (x).

241
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Demostracion: (demostramos para la suma “f+g” ; para la resta es igual.)

] (f+9) (xiny — (F+9)
(F+9) 0= lim Sl SR

h—0 h
f — (f
= im (f(x+h)+ g(x+h)h) (f(x)+ 9(x))
h—0
(f(x+h) — f(x)) + (@(x+h) — 9(x))
= lim 5 =
h—0
= Jim Ec(”h)‘f(x) + 9(““)‘9‘”} P +00) (ged)
h—0 h h

Por hip, fy g son derivables en x. Luego
existe el limite de cada sumando, se puede
aplicar el Teorema del limite la suma.

TEOREMA 3 (derivada del producto)

Si fy g son derivablesen x, entonces f.g es derivableen x, y vale:
(fF.9) =1 ()9 +f(x).9°(x).

Demostracion: X, punto genérico, donde f y g son derivables.

fg(x)-f.g(xo) _ f)- 90— f(X0)9(x) _

£.9) ()= li i
-0y X|_I)FL‘IO X=Xo xl—l>n>?o X~ Xo
_ fx) 900 ~{f (x0). 900 ~F (x0)g()] ~F(X0)-F(xo)
X—X0 X =Xo
_ [f ()~ (x0)] 903) + F(x0).9(x)-9(x0)] _
X—X 0 X =Xo
. f(x) - (xo0) 9() -9(Xo) 7
= dim [ e ). TR ) =
* (%) - 9(%) + F(Xo). 9"(Xo) - (a.ed.)
(*) f derivableen X, = lim f0=T(xo0) f'(xo0)
X—Xg X=Xo
g derivableen x, = [im 90 -g(x0) _ 9'(Xo)
X—Xo

X—Xg

g derivableen x, = gcontinuaen X, = |im 9(X)=9(Xg)
X—>Xo




243
COROLARIO TEOREMA3 : (kf)(x)= k. f (X)

» (KFY(X) = (K. + k. F7(x) =0.fx)+ k. f'(x) = k. (%
T.3

TEOREMA 4 (derivada del cociente)

Si fy g son derivablesen x y g(x)=0, entonces f/g es derivableen x,
y vale: flg)y x=f"(x.ax) - f(x. g (x).
9°()

Demostracion: la demostracion la dividimos en dos partes:

. -g'(x)
) (Lymw= —
" 920
1 1 9(x) —g(x+h)
. . h) g(x) . g(x+h).g(x)
()Y ®=lim 90t 909 - lim ——————"
g h—0 h h—0 h
e G VR Te) S W )
he0 h "g(x+h).g(x) gz ()

F00) (e, 1) g 1 1)
) (g(x)j ‘(f‘x) g(x)j = W00 7 f(x){g(x)j

o1 —g'(x) _ F)9x) — F)9'(X)
= fxX).— + f(x). —
(a) 909 %) g2 (x) 92 (x)

(g.e.d.)

TEOREMA 5 ( derivada de la composicién o “regla de la cadena”)

Si fesderivable en g(x); g es derivableen x,
y h=f,g es la funcién compuesta, entonces h es derivableen x, y vale:
h" () =17 (9() . 9'(x)
0 (fog) ) =f"(g().9(

En la demostracion usamos las siguientes notaciones:

» z=1(y)
» y=go [ 27O =Tog (x) =2 =h(x)

’ AZ ’ . A ! -
» f'(y)= lim — ; g'(x)= lim il ;h ()= lim Az
Ay—0 Ay Ax—0 AX Ax—>0 AX
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Demostracion:

, ) Az (Ay=0) Az Ay
hi(x)= lim = = lim =—=—= =
Ax—0 X Ax—0 Ay AX
. Az . Ay ¢ Az ' *)
=lim = - lim — = lim = - 90X =
Ax—0 Ay Ax—0 AX Ax—0 Ay

*

. Az ’ () ' ' , ,
= lim = -9 = f(y-gXx)=f@x).agK

(g.e.d.)
(*) justificacion de las igualdades:

« g derivableen x = [im A 9'(x)
Ax—0 BX

g(x)=k , VX = h(x)=cte , VX = h®=0="1"(9gKx).g KX

eg(X) =z k = Ay=gx+Ax)-g(x)= 0

lim Ay=  |lim [g(X+Ax)—g(X)] = 0 ; [gderivableenx = gcont.enx].
AX—0 AX—0

Luego; AX>0 = Ay—>0

TEOREMA 6 (derivada de g, inversa def)

Sea f biyectiva en su dominio, f derivable en y con f (y) #0;
entonces si g es lainversa de f definidapor: g(x)=y < f(y)=x;

g es derivableen x, y laderivada es:
' 1 1
g(Xx)= == —
f'(y) f(g(x))

Demostracion:
Si g eslainversa de f, tenemos que fog=id, con id(x)=x.

Luego, derivando miembro a miembro, tenemos que:
° fog (x) = id (x)
. (fog) = (X)
e f(gW)g =1
° ’ = #
9= g(x))

(g.e.d)



1) f(x) =k (cte)

2) f(x)=x

3) f(X)=x"; aeR

TABLA DE DERIVADAS

calculando por definicion

> £'(X)=0

calculando por definicion

f'x)=1

v

reglade la potencia

> f'(X)= ax*?

4y f(x) :\/; reglade la potencia s f (x) = 1
24/x
6) f(x)= Inx calculando por definicién (X)) = %
_ corolario teorema 3 ’ - 11
7) f(x) = logx > 0=
_x teorema 6 ' — axX
8) f(X)=-¢e fPx)=-¢e
9) f(x)=a* (a>0) aX =eXIna f'(x)=a".Ina

calculando por definicién

corolarioteorema3

10) f(x)= senx

11) f(x)=cos x

12) f(x)=tgx

13) f(x) = arc sen x

14) f(x) = arc cos X

15) f(x) =arctgx

> f'(x)= cosx

cosx=sen(x+g) f'(x) = -senx

teorema 5
t 4
eorema £ (x) = 12
COS™ X
teorema 6 fr (X) - 1
A 1—X2
teorema 6 £ (X) - -1
A 1—X2
teorema 6 f' (X) — 1

245
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3.9 Ejercicios

1. Realizar las actividades que se proponen a continuacion al efecto de estudiar el

comportamiento tendencial para Ax-> 0 del cociente de incrementos Ay/AX.
En las actividades propuestas: f(x)=x3%; xo=1; Ay =f(1+AX) - f(1)
a) Indicar V 6 F, justificar la repuesta:
i) “Ay=@ (Ax) con @ (Ax) = 3Ax+3AX* + A 7;
i) “Ay es un infinitésimos para AX-> 07”;
b) graficar el Ay correspondiente a Ax =1.5, 1, 0.5. Estimar el valor de Ay /Ax.

Completar la tablay formular una conjetura acerca del comportamiento
tendencial del cociente incremental. Validar o refutar dicha conjetura.

c) Indicar Vo F; justificar la respuesta: “f(1)=3"

, : AX | x=X,+AxX|[%o0; XI|Ay= f () - f(xo) |Ay /AX
I AX | x=1+Ax | [1; X] |Ay= f(x) - f(1) |Ay /AX
/- 2 |3 [1;31]f@) - fa) =26 | 13
21 II : 15
= .
" [ 1| 2 |52 |fe-fa) = 7
/
N II 0.5 [1; 15] 4.75
/
1 i 0.25
/
/ 0.1
/
0.05| 1.05 0.157
/
/ 0.01
/
/.
i
................ é
1 f t Ay/AX > ...

2. Calcular por definicion la derivada de las siguientes funciones en los puntos dados.

para ello al cociente incremental mas conveniente al caso:
Q) fX)=7x* ;%=2; X=a e) fX)= J/x %=1; x=a
b) f(x)=x*+3 ; xo=1; % =a f) f)=1UX> ;%X=2; X=a

c) f(x)= (x-3)° ; X0=2; X =a g) f(X) = (x+1)/(x-1); Xo=0
d) f(x)=mx+h ; Xg=2 ; X ==

246
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3. Enlo que sigue, el limite presentado corresponde al cociente incremental de una funcion fen
un punto Xo. Se pide identificar quienes son f y X, en cada caso.

4 -3
. x%—16 . /X
a £ =0 e) lim
) limS s i 9
. cos X)+1 2+Ax)3—8
b) lim &S )L £y lim (2EAX)7-8
x—>n X AX—0 AX
. (3+h)2-9
) Ilm( k? 9 lim In(1+ Ax)
h—0 AX—0 AX
. 3% _o9 -
d) lim > h) lim (cos Ax)-1
x—2 X~ AX—0 AX

4. “La derivada de una funcién par es impar”. Demostrar que el enunciado es
verdadero completando para ello la argumentacion que sigue a continuacion:

F(-a) = lim F)-F(-a) 9 im FCO-FCa) _
e X—iinn t=>, —t+a
F par
o F(...)-F(....) F(t) - F(a)
= t“—>n; —-t+a t“—rg —(ma) T L ]=—F @)

5. Calcular la funcion derivada de las funciones que se indican a continuacion:

a) f(x)=x*+3x? +senx g) f(x) = arctgx - tgx
b) f(x)=3x.senx +1In 10 h) f(x)=e*+ ed+ x% + 3%
_ 2X24x+7

€) 109 = sen X i) f(x)=cosx.eX +5.x2.Inx
2

d) f(x) = m.x®+n.x+k i) f(x)=senx./X.Inx
k.sen x

) K) F(x)=2X 42

£ 04X

X X~
3 32 5

X

) f(x)=e*.(Inx +cost)

e) fx)= o +

X |w

f) f(X)=4x&+N/F+%+3zg m) f®)=e'.(Int +cosx)

_2x3+5  senx _ X.senx
0 )= 0 4 @ F00="""3
2.x% +5).c05X
0) fix) = (2% *5)-c0sx 3. .6
5 ) f(x) = e+ x .Inx
COSX T3
p)f(X)= 3—X+Ccos X

X+Sen X
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s) f(x

t.sent k
)_*F:H‘an W) V)= 5
Jt+tsent

Y )=y, X

6.

8.

Calcular las derivadas de:

a)f (x) =sen’x i) f(x) = (sen(3x))"'? +3.sen? (3x)
b)f (x) = In(senx) D) =+/Inx +1In-/x

¢)f (x) = cos? X + cos(2x) ) ) =In(x+x*) + . fsen(x®)
d)f (x) = In(4x) + sen(~/x) 1) f(x)=1In(sen (x +/x?))

e)f (x)=e2* +e~* +eX’ m) f (x) = |n[4x2—_156):<2)

F)f (x) = sen®x + (sen x)* + sen x* n) f(x)=[sen (%) + In (2x)]?

Q)F (x) = arctg(3x) + log x 0) f(x) =[cos(tg(2x))] ~*'*
DI = e e 85 p) = ) +eth

a) Justificar que logx =0.4342-Inx y (logx)” =0.4342/ x.

b) Justificar que Ya>0, a*=e*™® y (a*) =a*.Ina

c¢) Verificar, aplicando regla de la cadena , propiedades y/o teoremas,
quesi g es la inversade f y f no seanulaen su dominio, entonces:

(fog) x)=1 Vv x donde fog exista y sea derivable.
d) Verificar, aplicando regla de la cadena , propiedades y/o teoremas

que (arctgotg) (x)=1 VX € Diogqy -

Calcular (si existe) f'(a) para cada una de las funciones a continuacion:
a)f(x)= 3x+2 ; a=7
b) f(x) = arctg x° : a=1

o) f(x)= e®* +¢° : a=0, a=1, a=In)?
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d)f(x)=sen3x+cos(x-%)3+359nx . a=0 ,azg,azl
e) f(x) = 2. In/x ; a=1, a=10"

f)f(x) = 2../Inx : a=ze*,a=e?*,a=1
f)f(x) = \/m :a=-8,a=8,a=0, a=10,a=11
f)f(x) = In(100—x?) a=-8,a=8,a=0,a=10,a=11

= Indicar V 6 F, justificar: i) <> ae Df = ae Df =.
i) & f(a=nroreal = aeDf =.

iii) & Df" c Df ~.

9. Dada f se pide realizar la actividad indicada en cada caso:

a) f(x)=sen?(x)+1 -calcular " (0)
by f=X*1 calcular £ (2)
x-1
c) f(x)=secx+x3—-2x+In5 :calcular f"'(x)
d) f(x)=Inx.senx :calcular f''(x)
e) f(x)=2x e ‘hallar"a" /f"""(a)=0

f) f(x)=x3+x+7  ;calcular f'(x);f" (x);f""(x);f ¥ (x); f (20 (x)
9) f(x)=x’ ;calcular '(1);f"'(1);........... £©) @); M @);f® ()

g) f(x)=e? scaleular £'(x); " (x); f""(x); £ (x)

10. Analizar la validez de las siguientes formulas para la derivada enésima de las
funciones que se indican a continuacion. (n!=1.23....n; factorial den)

Sugerencia: en cada caso, obtener las derivadas sucesivas correspondientes a
n=1,23, ... ; registrar las mismas en forma apropiadamente organizada.

€69

Buscar un “patrén”, inducir de ello la formula correspondiente a “n” genérico.
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a) f(x) =e k> > fOW )= ke
b) f(X) = ay X"+ ans X'+ L+ x+a > fOx=nla,

) f)=senx > f@(x) = sen(x+n )
Sugerencia: escribir las derivadas sucesivas como corrimientos de sen X

11. a) Indicar V 6 F. Justificar la respuesta.
“Si y(x)=e 3% entonces y satisface la ecuacion: y~ +y -6y=0"

b) Dada vy (x) = A.sen(2x),
determinar A de modo que y~ +3y=23.sen (2x). Verificar

rX - . .
c)Dada y(x)=€ ~, determinar si existe r € R para el cual la
exponencial satisface la ecuacién:

i) Yy +y-6y=0 [verificar]
i) y7-3y"+2y =0  [verificar]
i) Y+ ny + 7’y =0 [verificar]
iv) vy +my =0 [verificar]

v) v+ 7’y =0 [verificar]

12. Derivada de funciones del tipo f (x) = a(x)°™® .

Para obtener la derivada de este tipo de funciones es necesario escribir f de modo que
queden “a la vista” las funciones que “la componen”. Para ello:

1°) acudimos a la exponencial, a su inversa (logaritmo), a propiedades de las funciones.
b
ab _ eIn(a ) = eb.Ina - f(x) = eb(x).lna(x)
b(x).Ina(x)

2°) Derivamos f(x) = e , aplicando regla de la cadena.

Aplicando en proceso indicado hallar las derivadas de:
a)f(x)=x* d) 7 = (Inx)"
b)f(x) = (sen x)* e) f(x) = (Inx)"* . senx

. senx
¢)f(x)=(cosx) +4x f 10 = xXX



251

13. Conociendo para f y g los datos que se dan en la tabla adjunta, se pide calcular
(si fuera posible) las derivadas que se indican a continuacion:

X 3161 10 a) (f+9)’ (3) ; (.9 (3) ; (flg)’ (3) ; (9/f) (3)
fx) |9 ]3]1 b) (Uf) (6) ; (L/g) (6) ; (F2) (6) ; (F/(f-g)) (6)
f(x)| 2|71 10 , ) X
g 610 0 c) h’(3) si h(x)=€".f(x)

g) [ 10][2] 6 d) h’3) si h(x) = f(x)/x

e) (@)’ (3) ; (@) 3) : () (3) 5 (9:9)°(3)
f) (f.9)" (6) ; (9.5’ (6) ; (F:f)” (6) 5 (9:9)°(6)

14. Hallar la funcién derivada de las funciones indicadas a continuacion.

* Analizar relacion entre dominiode f y dominio de f.

* Graficar f y f . Inspeccionar los graficos y en el caso que f no sea derivable
En X, analizar el comportamiento de la funcidon “en X,”, indicar si presenta
algin comportamiento caracteristico (0 mas de uno).

a) f(x)=Inx

d) f(x) =x??

x2+4x ,x<0

9) f(x) =
x2—4x x>0
x2 —2x ,x>1
i) f(x) =
1, x<1
1 , X<0
k) f(x) =

b) f(x) = In|x|

e) f(x) = |x|.x

0 f(x) = Vx

f) 1) = [x].(x-1)

x2 —2x ,x>1

h) f(x) =
-1 , x<l1
2Xx+4 ,x20
D )=
2Xx—4 x<0
—-X , X<0
1) f(x) =

* La derivada como pendiente de la recta tangente
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15. Dada f(x)=x2, C=graff y s larecta secantea C que pasa por el punto
fijo P(1; f(1)) y el punto variable Q(1+Ax; f(1+Ax)), se pide estudiar el
comportamiento tendencial de las rectas secantes cuando Ax - 0.

a) Graficar las rectas secantes correspondientes a Ax=2; 1.5; 1; 05.
Hallar las pendientes de dichas secantes.
b) Graficar la recta tangente a C en P. Estimar graficamente su pendiente.
c) * Las secantes, ¢Se acercan a la recta tangente graficada?
* Las pendientes de las secantes, ¢se acercan a la pendiente de la tangente?

2

f(e,)_‘_:__E Q
- Vi
= /{
| v/
i /
s | /
i. | /7

fQ) 4 P / .

o | > >
/Xofl = :r

16. Dada f por el gréfico que se indica a continuacion del texto; se pide:

a) Identificar los x’s para los cuales f no es derivable. Justificar la respuesta.
b) graficar (si existe) la recta tangente al graf f enel punto P de abscisa X,
con X,=-4:;-3;-2;-1;0,1:;2;3; 4; 45
C) Si m¢=pendiente det, rectatg al graf f en P, establecer para cada x, en
(b) y leyendo del gréfico, si m¢ es positiva, negativa, cero o no existe.
d) Analizar y discutir la validez de las siguientes afirmaciones:
i) si m¢>0, existe un entorno de X, donde f es estrictamente creciente.
ii) si m¢< 0, existe un entorno de X, donde f es estrictamente decreciente.
iii) si mg=0, existe un entorno de x, donde f(x)=f(x,); ¥x del entorno.
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T

17. Dada f(x) = x®-27, se pide:

a) hallar la ecuacion de la recta tangente a la curva definida por f, en los
puntos de abscisa: X;=-2; X;=0; Xg=1; X4=3

b) Graficar la funcion y la recta tangente en cada caso.

c) Analizary discutir paraesta f las afirmaciones del item (d) del ej. 16.

18.Dada f(x)=ax®* +bx+c (a #0), demostrar que cualquiera sean a,by c;
la abscisa del vértice de la parabola (xy ), es el nico punto donde la derivada de
f vale cero. Hallar la ecuacion de la recta tg. a la parabola, en su vértice.

19.Para f(x)=2x° -4x*+2x ; g(x)=x> -4x se pide:

a) analizar continuidad, derivabilidad, ceros y limites para x > *oo.
b) determinar los intervalos 6 x’s para los cuales la recta tg tiene
pendiente: i) cero; i) positiva; iii) negativa.
Establecer cual es el comportamiento de la funcién en dichos intervalos.
c¢) hacer un bosquejo del grafico de cada funcion.

20. Hallar las ecuaciones de las recta tangente y normal a la gréfica de la curva
definida por f, en los puntos cuyas abscisas se indican. De ser posible realizar un
esbozo de la curva y graficar, en el punto indicado la recta tangente obtenida.

a) f(x) = 4x>—x iXo=1

b) f(x) = (x+2) / (3x-2) ;%X =0
- 2X . —

3)) Igg _ gzx ! ))((0 B C()) Graficarlas en un mismo sistema
= "X =

?)) ];(())(()) :_ IIT);(X ,; ))((0_: il} Graficarlas en un mismo sistema
= " Xo =

g) f(x) = cos (x/3) i Xo=m Y X1 =3m

h) f(x) = (x* —1) / (4x-3) ; Xo=-1
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21. Dada f(x) =4/| x| , mostrar que existe rectatg en P (0; f(0)) aunque no
existe f (0).

22. Dada f(x) = % x3 +% x2 — X—1, hallar “a” de modo que la pendiente de la

rectatg a la graficadef en P(a; f(a)), sea:

a m=0 b) m;=-1 c) m=5 d) m¢=-2 e) mg=-

oo |©

23.Dada f (x) = x + sen x, Dom f = [0; 4n] se pide:

a) hallar todos los “a” para los cuales la rectatg.a la graf. f en el punto
A(a; f(a)) sea paralela al eje x. Dar la ecuacion de las rectas tgs.

b) Hallar todos los “b” para los cuales la recta tg. a la graf. f en el punto
B(b; f(b)) tenga pendiente “dos”.

C) Hallar todos los “X” para los cuales la rectatg. a la graf. f en el punto
P(x; f(x)) tenga pendiente positiva; ¢;qué esta haciendo f al pasar por P ?

d) Marcar en cada punto y con un pequefio trazo las rectas halladas en (a) y (b)
Teniendo en cuenta (c) y la continuidad de f, hacer un bosquejo del graf. f.

24. Dos funciones se dicen que son “tangentes en P(x;y)” si sus gréficas se
intersecan en P y sus rectas tgs. son coincidentes en ese punto. Hallara, byc
talesque f(X)=x*+ax+b y g(x)=x*—c, sean tangentes en P(1;2).

* La derivada como razén de cambio

En la resolucion de los ejercicios que se proponen a continuacion se tendran en
cuenta las siguiente denominaciones alternativas del cociente incremental y de la
derivada de y=f(x). (En todos los casos en [X,;X] 0 [X;X,], segin sgAXx)

velocidad media
Ay _ Y=Y . razon media de cambio
AX X=X, tasa de variacion media

variacion media

velocidad (instantinea)
, d .\ razén de cambio(inst.)
b (%)= (%)= lim o —> e
dx Ax —0 AX tasa de variacion(inst.)
variacionins tantanea

» | f'(Xo) | = rapidez de variacion de y respecto de x , en el punto X, .
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25. Si L=50+0.001 T da la longitud en cm. de una barra de metal en funcién
de T, su temperatura en grados centrigrados, se pide

a. Hallar la “razon media de cambio” de L respecto de T en un
entornode T,=10 y para AT = 10;5;1.

b. Hallar la razén de cambio (instantanea) de L respecto de T en
To,=10. (Qué observa?, ;porqué?.

26.La masa “m” de cierto cultivo de bacterias crece en el tiempo segin la ley:
m=%t"+10. ([m]=grs.; [t]= hs.).

a) ; Cuanto “aumenta” la masa durante el intervalo de tiempo que va de las 2 hs.
de iniciada la experiencia a las 3 hs.?.

b) Verificar que la variacion media de masa en el intervalo [2; 3] es de 2,5 grs./h
Segun este resultado, ¢diria Ud. que en% hora y a partir de las 2, el aumento
de masa es de 1,25 grs? Justifique su respuesta.

) ¢Cudl es su razén de crecimiento (inst.) a las 2 hs. ?. Interpretar fisicamente
el resultado.

27. La masa M de un is6topo radiactivo de un elemento quimico estd dada por
M=M,e ¥', (k>0) (t=tiempo).

a) Si su ty;=100 (afios), calcular el valor de k.
b) Hallar la velocidad de descomposicion del elemento en funcion del tiempo.
¢) Hallar larapidez de descomposicion de este elemento para t=50.

¢Qué nos informa este valor? . ;Depende de M,?; de qué forma?.

28. Suponga que una poblacion de bacterias se inicia con 500 y se triplica cada hora,

a) ;Cual es la poblacién después de 3 hs.? ; ;después de 8 hs.?.
b) ¢Cudl es la tasa de crecimiento de la poblacién alas 3 hs.? ;¢ alas 8 hs.?.

29. Resolver las siguientes cuestiones:

a) Encuentre la razén media de cambio del area de un circulo con respecto a su
radio “r”, cuando este cambiade: i)2a3 ; ii) 2 a 25 ; iii) 2 a 21

b) Encuentre la razon instantanea de cambio cuando r = 2.

c) Demuestre que la razén instantanea de cambio del area del circulo con respecto
a su radio es igual al perimetro de la circunferencia borde del circulo.

30. La Ley de Boyle establece que, a temperatura constante, PV= k (cte positiva).

a) Hallar la razén de cambio (inst.) del volumen con respecto a la presion.

b) Una muestra de gas se comprime a temperatura constante durante 10 minutos.
¢El volumen disminuye con mayor rapidez al principio o al final de los 10
minutos? . Informar su conclusion, analizar la coherencia de la misma segun
contexto.
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* Derivada de funciones numéricas y graficas

En esta instancia trabajamos con funciones cuyas leyes no estdn en forma algebraica
sino como funciones numéricas o gréficas.

31. Dadas f y g por su gréfico, se pide hallar la derivada que se indica en cada
caso. Si no existe explicar porqué.

= o
v
.

N

o 1 /

/|
P

H

a)u’ (0) si u=f.g c) w(4) si w=f,g
b) v’(-2) si v=1/g d)z’(-4) si z=g,f

32. En los siguientes gréficos se ha dibujado una recta tangente a la curva. Estimar su
pendiente. Ser cuidadoso con la diferencia de escalas de los dos ejes.

a vy b) vy
A
- N\
7 v
5 4 / N
NE ] /3 \R‘
NG A ° AN
) VAR \
1 i N
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33. En las siguientes gréficas dibujar la recta tangente a la curva que pase por el punto
indicado y estimar su pendiente. Luego estimar un valor para ™ (Xo).

\ Y y
J N :
/1T 1\ | [ N
/° \\ | | © \
/] / \ [ 5 \
4 \ / \ 24
: N N \
i \\_// 7 /
1
T T BB P 0 L 2 B % Pb P %>
X X
Y y
/ ™\
. / \ /AN
8| k ’ ,/
///: _/’/ \_° //
VARE N //
4 N /
3 1\?45 & P X
2
1

34. a)Para f derivableen x,, indicar V6 F, justificar la respuesta:

i f(Xy, +AX) =1 (X,)

=f(X,)+e(Ax) ; con limg(Ax)=0
Ax—0

AX
iy s . Ay
ii) Siexisteel |im —=— entonces para Ax=0
AX—0 AX
. Ay ,
setiene que 1\ - = F(x) (1)

b) Hallar g(Ax) para: (i) f(x)=x* ; (ii) fx)=x°
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35. Estimacion del valor de f'(x,) paraunafuncién numérica

X | f(X)

a) Usando (1) del ejercicio 34 estimar el valor de f'(8) paralaf 2 | 9,57
que se adjunta. Paraello: 31719

. . , . . 4 | 597
(i) Aproximar '(8) tomando Ax = -1 (> con velocidad media en [7;8]) =543
(ii)Aproximar f'(8) tomando Ax = 1 (= con velocidad mediaen [8;9]) |6 | 6.67
71811

(if) Finalmente tomar el “promedio” entre las dos velocidades medias 8 | 7.51
calculadas. (Experimentalmente se comprueba gue este 9 | 541

promedio proporciona una "buena” aproximaciéon de f'(8) ).

b ) Idem; estimar f*(6). En ambos casos discutir el signo.

36. Calculo de derivadas para el caso de una curva dada por sus ecuaciones

paramétricas
C:< x= f(t)
y=g(); tela;b]

Demostrar que si C es gréafico de una funcién; o sea admite una ecuacion
g (1)
(1)

cartesianade la forma y=¢ (x) entonces ¢'(x) = con t=f"(x)
Sugerencias:

1°) Pasar de paramétricas a cartesiana con la eliminacion del parametro t.
Este proceso consiste en “despejar t “ en una de las ecuaciones paramétricas, reemplazar

luego con este valor, el 6 los t que aparezcan en la otra.
Si despejamos en la ecuacion correspondientea x , obtenemos "y en funcién de x ".

x = f(t) —JeSPEIamost e ety = 1 (1)) = t t=5"() t=17x)

! 1
y=9( y=9(t) y=g(t) L¥=9(f ()

recordar que despejar equivalea, Si hacemos

. . 1_
ii aplicar la funcion inversa gof =¢

de la dada 11 tenemos. y = ¢ (X)

29 ¢(x) = gof™(x);0sea, ¢ resultade lacomposicionde g con f™ Teniendo
en cuenta esto, calcular ¢ por aplicacion de la “regla de la cadena”y el
“teorema de la derivada de la funcion inversa”; demostrar que

C oo 9 (1)
¢ ()= 0

con t=f*(x).
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3.10 Ejercicios de aplicacion

Problema 1:

Las graficas cartesianas dadas a continuacion representan durante 2, 6 y 8 hs. respectivamente,
la funcién de posicién de una particula P que se mueve sobre una recta horizontal, durante 8
hs. Para cada intervalo de tiempo dado, se pide:

a) Graficar la trayectoria de P sobre el eje del movimiento.

b) Hallar la ley de la funcion de posicion de P, x =x(t) ; [t]=hs., [X]= mts..

c) Obtener la ley de lafuncion velocidad, v = v(t).

d) Describir el movimiento de la particulaen el lenguaje coloquial.

*11=[0;2]

reii

X * Trayectoria 1

a

; Vte[0;2] 5 V= o ; Ve[ 0;2]

*12=10;6] * Trayectoria 2

X X

U] P estd oo durante 2 hs.; luego,
durante las cuatro horas siguientes,

avanza en el sentido del semigje X ..........

a razon de ... por ...

Alas 6 hs., la posicion de P es x=......... :
estd a ........ mts. del punto de partida (x =1)
yala.... del mismo.
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*13=10;8]
- * Trayectoria 3
X
3 X
1 0 o
t
........... ; 012 e 012
X = ; 2<t<6 V=T .. ; 2<t1<6
............... ; 6<t<8 e B<1L8

P estd (parado) durante 2 hs.; luego, durante las cuatro horas
siguientes, P avanza en el sentido del semieje x (+); a razon de (%) mt
por (hora).

Alas 6 hs., la posicion de P es x=(3) y estd a (2) mts. del punto de
partida (x=1), a la (derecha) del mismo.

A partirde las 6 hs.; P avanza en el sentido contrario al del semieje x

.......... ; a razon de.........mts por..........
Alas 8 hs., la posicion de P es x=........ y estd a ............ mts. del
punto de partida (X=1); a la ....cccceevrrnee. del mismo.

Problema 2:
Sea x= kt (k<0; t>0) la funcion de posicidn de cierta particula. Se pide:

a) Si la particula se mueve sobre un eje horizontal graduado en la forma habitual,

graficar la trayectoria de la particula sobre el eje de movimiento, en el
intervalo de tiempo [O; 6].

b) Calcular la v, en el intervalo de tiempo 2 a 2 + At.

c) Calcular la velocidad (inst.) “v” en't = 2. Interpretar fisicamente el resultado.

d) Indicar V ¢ F, justificar: si x=k t entonces v=vm = K

e) Graficar v versust. Dar la leyde A=A(t), si con “A”indicamos el area

entre lagraficade v y el ejet en el intervalo [0;1t].

f) Indicar Vo F:

“el area de la region entre el graficode v y el ejet en el intervalo [0;t]
coincide, en valor, con la posicion de la particula al instantet”
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Problema 3:

Dos automovilistas Al y A2 se encuentran sobre una misma ruta. Al esta en la ciudad C (sobre
esa ruta) mientras que A2 estd a 50 Km. de C. Ambos parten al mismo instante y en el mismo
sentido, pero el que esta en C lo hace a una velocidad constante de 100 km/h mientras que el
otro lo hace a 75 km/h. Se pide:

a) contruir, al efecto de representar el moviendo de ambos automovilistas, un
sistema de referencia asimilando la ruta a una recta horizontal ; hacer esto
tomando C como origen del sistema y el sentido positivo del eje hacia la derecha.

b) para cada una de las situaciones a continuacién, bosquejar la trayectoria de ambos
automovilistas sobre el sistema de referencia (para cada caso, construir un sistema
como el indicado en (a)). Decidir luego, por simple inspeccion y si no cambian
las velocidades, si A1y A2 pueden llegar a cruzarse en algln instante:

bl) A2estd a laderecha de Al; yambos parten hacia la derecha.
b2) A 2estd a la izquierda de Al; y ambos parten hacia la derecha.
bl) A 2estd a laderecha de Al; yambos parten hacia la izquierda.
b2) A2estd a la izquierda de Al; y ambos parten hacia la izquierda .

c) dar la ley de la funcién de posicion correspondiente a cada movil y para cada una de
situaciones descriptas en el item (b),

d) hallar (en cada caso y si existe) el instante en que se cruzan; a que distancia de C.

e) para cada una de situaciones en el item (b), y en un mismo sistema cartesiano
ortogonal, realizar el grafico cartesiano de la funcion de posicién correspondiente
a Aly A2 . Comprobar si los resultados algebraicos coinciden con los graficos.

Problema 4:

Si x = 3 t? es la ley de movimiento de cierta particula durante 1 % hora, si a partir de alli
comienza a moverse con velocidad constante e igual a la que tiene en ese instante.

a) ¢cuantos km se desplaza (a partir de alli ) en 1 h?

b) ¢cuantos km se desplaza en total, en las 2 % hs?

Problema 5:

Una pelota se lanza hacia arriba desde el suelo. Si la direccidn positiva del eje del movimiento se
toma hacia arriba, la funcién de posicién para la pelota es:
y=-16t°+64t ; t>0 ; [y]=pies;[t] =seg. Se pide:

a) latrayectoria de la pelota (tomar un eje “vertical” como eje del movimiento)

b) la gréafica cartesiana de y=y(t) y de lavelocidad v(t) =y (1)

c) la velocidad instantanea al término de 1 seg. ( la pelota: ¢sube o baja?)

d) la velocidad instantanea a los 3 seg. (la pelota: ;sube o baja?)

e) el tiempo que hace que la pelota fue lanzada si, como dato, nos dicen que la
“rapidez” de la misma en ese instante es de 32 pies/seg . (;puede dar esta
respuesta?; ¢porqué?. Si le dieran otro dato, ;podria hacerlo?; ;cual?.)

f) velocidad inicial y velocidad final (al tocar el suelo)

g) Verificar que el instante en que la pelota alcanza la altura maxima es aquel
donde la velocidad se hace “cero”. (Es esto casual o tiene una explicacion
“fisica”? . Explicar la respuesta.

Comparando los gréficos de la funcion de posicion y de la velocidad, completar las siguientes
afirmaciones:

() la pelota “sube”; osea, avanza en ‘“el sentido” del semieje ............ :
en el intervalo de tiempo donde v .......... 0 (¢mayor, menor o igual a cero?)

(1) la pelota “baja”; osea, avanza en “el sentido contrario” al semieje
............ , en el intervalo de tiempo donde v .......... 0.



262

Problema 6:

Atendiendo a las leyes de la Fisica, existen dos ecuaciones posibles para representar la funcion
de posicion que modeliza el fenémeno de un cuerpo que cae del reposo,

() y=16t*; () y=-16t* ;  [y] = pies; [t] = seg.

¢Porqué sucede esto?. Porque para modelizar cualquier fendmeno es necesario establecer un
sistema de referencia; luego, segun el sistema que se elija las ecuaciones resultantes, ain cuando
describan el mismo fendmeno, pueden ser distintas.

Si se deja caer una pelota de un edificio de 256 pies de altura, se pide:

a) Para los gréaficos que se adjuntan, construir respectivamente el sistema de
referencia parael cual se obtiene la funcion (1) y la funcién (I1). Dar
en cada caso el dominio natural de la funcién; analizar si en ambos casos

y = distancia de la pelota al techo del edificio al instante t.

b) Para hallar el instante en que la pelota toca el suelo, ¢puede usar s6lo una de
las ecuaciones o puede usar cualquiera de las dos?. Justificar la respuesta.

c¢) hallarv, y v, , velocidad de la pelota parael caso (I) y (Il) respectivamente.
Calcular v, (2) y vy (2) y explicar porqué ambos valores informan lo mismo
aun cuando tengan signos contrarios.

() y= 16t () y=-161t
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Problema 7:

Para una particula P que se mueve sobre un eje vertical las graficas adjuntas representan,
respectivamente, la funcién de posicion y = y(t) y lavelocidad v =v(t) de la misma. [t]=
seg.; [y]=m; [v]= m/seg.

y Al respecto se pide:
+ a) Ley y dominiode v e y.
b) Verificar que v= y'(t) .
3 c¢) Dibujar la trayectoria de P.
// \\ =4 Y
t
b
-l i y
AV 0
d) Indicar V 6 F; justificar respuesta.
d,) siv>0 entonces P avanza en
t el sentido del semigje positivo.
R 1 1 ] 7| dy) siv<0 entonces P avanza en
el sentido contrario al del
semieje positivo.
ds) en el instanteenquev=0; P
cambia el sentido del movimiento
W v
Repetir el ejercicio 3
anterior para el caso
que los graficos de
y=y@® y v=v(t) '
sean los que se dana t t
continuacion. Hl > 1 1 ]
Previo a contestar los . / B
VO F, graficar la y .
trayectoria de la \ /
particula (igual que =3 =3
antes en un eje vertical). ) .
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Problema 8 :

Una particula se mueve a lo largo de una linea recta horizontal de acuerdo a la siguiente ley de
movimiento: x =2t -4 +2t—1; t>0.

Teniendo en cuenta los resultados obtenidos en los ejercicios anteriores en cuanto a la relacion
entre el signo de la velocidad y el sentido del movimiento, se pide determinar los instantes en que
la particula se estd moviendo hacia la derecha o hacia la izquierda, y cudndo cambia de direccion.
Analizar luego si el grafico que se adjunta es una buena representacion de la trayectoria de la
particula.

=2
_q §< ..................... R P .o. .......... >
t=0 Q ......... Pronreennnent ®t=1/3
— | | —>
-1 -19/27 0 1 2 3 x(t)
Problema 9:

Una pelota se empuja hacia abajo sobre un plano inclinado 30° respecto de la horizontal. Si la
posicién de la pelota sobre el plano inclinado en funcion del tiempo viene dada por x =24t +
10t? con“x” enpiesy “t” ensegundos, se pide:

a) Construir un sistema de referencia (el mas apropiado al caso) y dibujar sobre el mismo la
trayectoria de la pelota si la misma se empuja hacia abajo cuando esta a 10 pies del piso.

b) Hallar la velocidad (inst.) de la pelota durante su recorrido sobre el plano.

c) Hallar t; (instante “final”) ; o sea, cuando la pelota llega al piso y cambia la ley
de la funcidn posicion.

300>

~

Problema 10:

Se demostrd que el producto .( @ +273)% es constante para liquidos con viscosidad
“n” a una temperatura “0” . Si la constante es “k”, hallar la razon de cambio instantanea de la
viscosidad en funcion de la temperatura.

Problema 11:
Una férmula empirica que da la relacion entre la presion de vapor “p” y la temperatura “0” es:
logp = a+ba? -c g . a, B eR”

Hallar la variacion instantanea de “p” en funcion de “6”. b

. , , ) . a
¢Cual es tal variacién si @ =0 ? ;Qué podria decir de “p” para 0 = 0, si ﬁ_c fuera mayor que 1?
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Problema 12: Para x >1; qué aumenta mas rapido: ¢ X o log x?

Problema 13:
Hallar la velocidad de un mévil en el momento de partida (t=0); si el mismo se mueve
seginlaley: y_5e*tgos )

Si todas las constantes que intervienen son positivas: ¢qué signo tiene la velocidad al momento de
partir?; ;qué nos dice este signo en cuanto al movimiento del mavil 2.

Problema 14:

La siguiente funcion da la cantidad “x” de una cierta sustancia formada a partir de dos reacciones
unimoleculares consecutivas, segun el tiempo “t” transcurrido desde el inicio de las reacciones:

k - k _
X=1+—2e klt _—1e th

Con k; y k, constantes propias de Ilfﬂeac'éibn, ambas‘ﬁbS‘itK/as.

Hallar la velocidad a la que cambia “x” en funcién del tiempo, X(0) y t“m X
—>+©

Hallar x “(0) y signov =x(t) (velocidad de variacion de la sustancia en cada instante t), hacer
esto para el caso que ki >Kk,. Con el dato obtenido, ¢qué se puede concluir respecto de X ?. ¢
se puede hacer un bosquejo del graf. x?

Problema 15:

Si un tanque contiene 5000 Is de agua, la cual drena desde el fondo del tanque en 40
minutos, entonces V (volumen que queda en el tanque después de t minutos) es:

2
Ve 5000( 1- LJ (ley de Torricelli )
40

a) Hallar la razén de drenado después de 5, 10, 20 y 40 minutos.
b) Hallar la rapidez de drenado después de 5, 10, 20 y 40 minutos.
c¢) ¢Cuando fluye mas rapido? . ;Y con mayor lentitud? ¢Es esto razonable?.

Problema 16:

La ley de los gases para un gas ideal a la temperatura T (en Kelvins); la presion P
(en atm.), con un volumen V (en litros) es,

PV=nRT ( n =n°de moles del gas, R = 0,0821)

Las variables de estado P; V; T varian con el tiempo; o sea, P=P (t) ; V=V(t) vy
T=T (t). Si en cierto instante t, conocemos que:

- P =80atm. y aumenta arazon de 0.1 atm/min.
- V =10 litros y disminuye a razon de 0,15 I/min.
Se pide hallar la razon de cambio de T respecto al tiempo en ese instante, si n = 10.
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Problema 17:

Un cable de 8 cm de longitud no es “homogéneo”; es tal que la masa entre su extremo
izquierdo y un punto a “x” cm a la derecha del mismo es de x° grs.

|[€<—xcecm ——>|
[ |
—_
la masa es x3 grs
a) ¢Cual es la densidad media del segmento de 2 cm ubicado en el medio del cable?
b) ¢Cual es la densidad en el punto que esta a 3 cm del extremo izquierdo del cable?

Problema 18:

El peso en gr. de un tumor maligno en el momento “t” es W(t) =0,2t* - 0,09 t,
cont medido en semanas. Hallar el indice de crecimiento del tumor para t = 10.

Problema 19:

Una ciudad es golpeada por una epidemia de gripe asiatica. Las estimaciones oficiales son que el
numero de personas enfermas de gripe ”t” dias después del comienzo de la epidemia estd dado
por: P(t)=120t°-2t3 siendo 0<t< 40.

¢Cudl es el indice de difusién de la enfermedad en t=10,t=0, t=40yt =507 ¢Cuando se
termina la epidemia?. Interpretar los resultados.

Problema 20: Las aristas de un cubo variable aumentan a razén de 3 cm/segundo. ;Con qué
rapidez aumenta el volumen del cubo cuando la arista tiene 10 cm de longitud?.
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311 Trabajo Practico: Método de Newton

Obijetivo : determinacion de los ceros de una funcion.

Dada y =f (x) el Método de Newton permite obtener raices o ceros de f.

La utilidad de este método radica en que permite estimar raices en el caso que no se puedan
obtener con los métodos tradicionales del algebra. Por ejemplo si queremos resolver la ecuacion
x +e*=0, luego de algunos intentos veremos que esto es imposible de hacer si nos limitamos a
realizar s6lo manipulaciones algebraicas.

El Método de Newton consiste en esencia | f v en un
proceso recursivo a partir del cual se genera una
sucesion de puntos que se van acercando, cada vez
mas, al cero_buscado.

Asi, normalmente, este método no proporciona el wvalor
exacto del cero, sino uno aproximado

La generacion de la sucesion de puntos que aproxima
al cero, estda basada en un concepto

fundamental del célculo diferencial, el de

aproximacion lineal ; es decir, en que,

“toda curva suave, en las proximidades del punto de
contacto, puede ser asimilada a su recta tangente
”»

Acorde a este principio el cero de la recta 3 tangente
debe estar proximo al de la funcion, | | 4

pudiéndose asi tomar uno por otro. 4

* Método de Newton: ¢ x*? / f(x*)=0

1) Elegir una aproximacion inicial, etiquetarla Xx;.
En este paso apoyarse en el graf f o teoremas aplicables al caso (ej: Bolzano).

2) Obtener t; rectatg en Pi(xy; f(x1)) : ti(X) = (Xy) (X-x1) +f (Xq)
3) Hallar x = t; nejex; etiquetarlo X,

. _ _ oy f(x1) . f(x1)
- f(Xl)(X X1)+f(X1)—0 2> X= X1 f’(Xl) -> Xo = Xq f’(Xl)
4) Obtener t, rectatg en Py(Xy; f(X2)) : tr(X) = F(X2) (X - Xp) + f (X2)
5) Hallar x= t,nejex; etiquetarlo x;
S F() (X-x)+F00) =0 D> x= x, - X2) 5y oy, T(X2)
f'(x2) f'(x2)

*¢Hasta donde se sigue generando puntos ??. ¢¢ cuando termina el proceso??

En el caso que el método “converja”, es decir, que la sucesion de puntos tienda a
un valor limite, se presentan dos situaciones:

a) que en cierto momento los puntos comiencen a repetirse:
Xn = Xnt1 = Xne 2 Sevvvvveeenenns = ; en cuyo caso, Xx*=a.

b) que no se repitan pero la distancia entre dos puntos consecutivos tienda a cero
al aumentar n, |X,- Xn+1| 20 . En este caso, para n “grande”, cualquier X,
de la sucesion estd proximo a x*; luego, tomamos x* = X, (con n“grande”).
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Plan de trabajo (para la basqueda de x* / f(x*) =0, con el Método de Newton):
1) Detectar un intervalo donde pueda estar x*; elegir una aproximacion inicial, x;.

2) Obtener la sucesion Xi, X, , X3, X4, Xs,..... @ partir de la formula de recurrencia
gue los genera. Trabajar en Excel.

X> Férmula de recurrencia para los X, :

A partir de calcular los ceros de las dos primeras rectas tangentes generadas al aplicar
el método, se observa la existencia de cierta “regularidad” en la forma de célculo
de los mismos. Asi, generalizando lo observado, se concluye la siguiente férmula para

_ f(xn).
'(xn)’

X Programacion de la formula en Excel (Ejemplo: f(x)=x*-2 ; f(x)=2x)

el calculo de los puntos de la sucesién:  Xp+1 = Xn e N

1) Introduciren la celda Al, el x; elegido para el caso. (ej: X;=2)
2) Escribiren lacelda A2 la férmula para calcular X,
A2 - F =A(POTEMCIAL AT 22027417

3) Generar las siguientes aproximaciones Xz, X4, Xs ,...., Xy “arrastrando” A2 .

3) Informar un valor aproximado de x* cero de f.
Cualquiera de los x, obtenidos con la formula de recurrencia da una aproximacion del cero
buscado. Normalmente esta aproximacion serd tanto mejor cuanto més grande sea n. Asi, y
por ej., tantdo X;s COMO X, dan una aproximacion de x*; pero X, da una mejor
aproximacién que Xis.

ACTIVIDADES:

Actividad 1:

Usando el Método de Newton y Excel, hallar una aproximacion de X*=./2 .
Para ello tener en cuenta que x* es un cero de f(x) =x* - 2.
Discutir el resultado hallado sabiendo que con otro utilitario se obtuvo

/2 = 1.414213562373095048801688

Actividad 2:
Hallar x* o una aproximacion de x* , unico cero de f(x) =x® +4x? - 10.

Actividad 3:
Usando el Método de Newton con x; = 20, hallar un cero de f(x) = x* - 169.




4 — Aplicaciones de la Derivada

En el CAPITULO 3 vimos el concepto de derivada; en particular definicion, reglas de calculo e
interpretacion fisica y geométrica de la misma. En este capitulo nos ocupamos de sus aplicaciones;
0 sea, de ver donde, cuando y/o porqué resulta apropiado acudir a la derivada al efecto de
resolver un problema.

Al respecto veremos dos problemas clasicos a los que da respuesta la derivada:
Parte 1.- “valores extremos” de una funcién (> “estudio de funciones” ).

Parte I1.- “aproximacion” de una funcién por otra mas simple; en particular:
lineales o polindémicas ( polinomios de Taylor)

Parte | - Aplicaciones de la derivada al “estudio de funciones”

La interpretacién de la derivada como pendiente de la recta tangente al graf f proporciona
informacidn acerca de la propia f (comportamiento en Df, existencia de extremos, etc) permite
hallar “técnicas de graficacion” que faciliten el trazado de su gréfica. Asi, el objetivo en esta
instancia es ampliar las técnicas vistas en caps 1y 2 para poder estudiar y graficar cualquier
tipo de funcion que se presente.

» Dada f con férmula y =f(x), hasta ahora podemos determinar:
a) dominio natural de f = Df
b) continuidad de f en Df. (= saltos y/o agujeros en el graf f).
c) derivabilidad de f en Df. (= ptos angulosos enel graff ).
d) cerosde f (f (x)=0), o intervalos que contengan ceros de f (Bolzano).
e) simetrias (par o impar) o periodo ( si fuera periddica).
f) asintotas: vertical ( |im f(x)=o) yl/o horizontal ( |im f(x)=L).

X—>Xo X —>+.00
g) acotacion ( |lim f(x)=o y/o |lim f(x)= o = no acotada).
X—=>Xo X —>t.c0
» yen general, todavia no podemos:
1) determinar donde crece o decrece f; osea, intervalos de monotonia.
2) detectar extremos (maximos y minimos*), su valor.
3) determinar donde f es concava (convexa); o sea, curvatura del graf. f.
4) graficar f (> dar cotasde f; Im f )

Los problemas sefialados en 1, 2, 3 se resuelven por medio de la derivada, concepto ahora conocido. Estamos
entonces en condiciones de resolver las cuestiones indicadas en estos puntos y asi, juntoa las indicadas en los
puntos a, b,....., g, resolver finalmente el punto 4; o sea, graficar f.

* Maximos y minimos: “absolutos” y “relativos’.
Hemos definido y trabajado ya el concepto de “extremo absoluto” pero este
concepto no basta a los efectos de llevar a cabo el estudio de una funcion.
A tal fin necesitamos distinguir dos tipos de extremos: “absolutos” y “relativos’.
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Definiciones:
Extremos i M,: maximo absoluto de f en D. [mayor valor que toma f en D].

absolutos
Mses max.ab.de fen D < (1) f(X) < My, VxeD
f:D>R ) 3ceD | Ma=F(c)

» My minimo absoluto de f en D. [menor valor que toma f en D].

m, esmin.ab.de fen D < (1) f(X) >m,, VxeD
(2) 3 deD / m,=f(d)

Observaciones:
¢ P pto de maximo ab. - graf f todo “por debajo” de t, recta tangente en Py -

e P, pto de rpinimo ab. > graff todo “por arriba” det, rectatangente en Py, .
A

y
(VIR S
(X)) = My @i\
f(xz) S ([ SRR S
ma @cceccrcccscesscssenee .§.................~E ................ ;:.. i t
¢ - 4 i —> >
a c X5 X1 d b X

En el grafico My y my se corresponden, respectivamente, con la cumbre mas alta y el valle mas
profundo. Puede suceder, como aqui, que exista una cumbre mas baja; o sea, unx; donde la graf

Extremos
relativos

M, es max. relativodef < (1) f(x) < My, V x e E(x;) D
B R 2 M =F(x)

m; es min. relativodef < (1) f(X) >m,, Vxe E(x) nD
(2) m;=1(x)

Observaciones:
* Los extremos absolutos son relativos. Asi en lo que sigue, y en un principio, el
objetivo serd buscar extremos relativos. Luego veremos como hallar los absolutos.

* Es facil apreciar que en los puntos del gréfico donde se producen extremos (abs. o
relativos), la recta tangente es paralela al eje x ; 0 sea, con pendiente cero.



TEOREMA 1

Dada f definida en [a; b] tal que:

a) tiene un extremo relativo en X, € (a; b) ]
b) existe f(Xo) ; entonces, f(x,)= 0

Si f'(X,) #0 entonces es positivo 0 negativo. Analizamos cada caso.
1°) Suponemos f'(x,) >0 :

por (b), f esderivableen X, = |im M = f (Xo) >0 ; luego,
X—>Xg X—Xo

por Teo. conservacion del signo, existe un entorno de X, donde el signo del

cociente incremental es positivo: M >0 ; VXxeE*(x).

X —Xo
Entonces: 4
LXx<Xe = X-X<0 = f(X)—f (X)) <0 = f(x) <f(Xo) ; H
(XO B,
L ox>%x,= X-%X>0= f(X) —F(X) >0 = f(x) > (Xo) ] i
X Xo X

= en X, no hay extremo. ( graf f por debajo y porarribade y =7 (x,) ).
Esto contradice (a), luego es ABSURDO; concluimos asi que " (X,) % 0.

2°) Suponemos f'(X,) <0. Idem (1°) llegamos a una ABSURDO; luego " (X,) 7/0.

Conclusién:
f'(X,) noes positivo, no es negativo y existe, entonces f(x,) = 0 (g.e.d)

Observacion 1: probada la proposicion directa investigamos la reciproca:

> directa: p=0q; fderivableen x, nen x, hayext = f'(x,)=0 (V)
%,—J

p q
»reciproca: q=> p: “f'(x)=0 —, en X, hay extremo~. (F)

Contraejemplo: f(x)=x*; f(0)=0 y en x,=0 no hay extremo de f.
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Observacién 2: en los puntos donde hay extremo y existe derivada, porel Teo1, f'(x,)=0.

Como f'(X,)=m; = m=0. Luego, enlos puntos de extremos la recta tangente es

paralela al ejex y la ecuacionde t es: y="7(x,)

Observacion 3: los extremos pueden estar en puntos donde no existe la derivada.

Por ejemplo: f(x) =|x|; f(0) no existe y

y f tiene un minimo (abs.) en x,=0. Ix|
[0 x

v

4.1 Teoremas del Valor Medio del Calculo Diferencial

Las funciones continuas y derivables en un intervalo cerrado y acotado presentan una serie de
propiedades que sirven de sustento a varios teoremas del Célculo Diferencial (e Integral). Al
respecto uno de los resultados mas importantes del Célculo Diferencial es el “teorema del valor
medio” (TVMCD o de “Lagrange”). EIl titulo de este parrafo hace referencia a los teoremas
dado que la demostracion del TVMCD se basa en un caso particular del mismo, el que se conoce
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como “teorema de Rolle”. A suvez, el TVMCD se generaliza en el teorema conocido como
“teorema de Cauchy ”. De alli entonces que se hable de “los” teoremas del valor medio pues en
definitiva, y al respecto, hay tres: Rolle, Lagrange y Cauchy .

Rolle (1652-1719) demostré una propiedad

de las curvas continuas que era considerada y 1
“evidente” por los matematicos de la época,
tanto que la usaban en sus trabajos sin
ninguna duda acerca de su validez. Esta
propiedad es la que luego usa Lagrange
para demostrar el TVMCD.

¢Que era tan evidente para los matematicos de
la época?: que si una curva era continuay
suave en [a;b], y f(a) =f (b), debia existir : :
al menos un punto donde la recta tangente ¢ +
fuera paralela al eje x. (m=0). a c

v

x

TEOREMA de ROLLE (teorema 2)

Hip) a) fcontinua en [a;b]
b) f derivable en (a;b)
c) f(@=f(b) ;

Tesis) existe ¢ € (a;b) tal quef (c)=10

Demostracién: consideramos dos casos:

»Casol: f(x)=k ; Vxel[ab] = f=funcioncte; luego,

f(X) =0 Vx e (ab); luego, cualquier x5 puede tomarse como c.

> Caso 2: f = funciodn cte

T. Wiertrass
—r—
f continuaen[ab] =  existenMay m, de f en [a;b] =

e existe x; en [a; b] tal que: M, =1 (x,)

e existe X, en [a; b] tal que: my=1f(Xy)
Analizamos si al menos uno de estos puntos cae dentro del intervalo (a; b).

Por el ABSURDO, si porej., x;=a y X, =Db entonces,
hip. (c)
M= f(xy) = f(@d = f(b)= f(x))=my, = My,=my=k =

= f(xX)=k; Vxe[ab]. ABSURDO (por hipdtesis Caso 2, f(x)=k)

Supongamos que X; € (a; b); tenemos entonces que,

@[ f(x1) =M,]> f tiene un extremo en X; € (a; b) Teo.1

(b) [ f derivable en (a;b)]> existe f'( x1) = f(x) =0
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Luego, hemos hallado ¢ (c=x;) tal que f°(c)=0 (g.e.d)

Interpretacion geométrica del Teorema de Rolle. y4 p t
t: rectatg. en P (c;f(c)) > m,=f"(c)= 0.

O sea, y como dijimos, Rolle demuestra una propiedad
aqui: que para toda curva continua y suave existe ¢ : ; )
recta tangente a C en P(c; f(c)), es paralela al eje x. Qg

intuitiva  hasta
S donde t, la

Observaciones:

Lagrange expresa esta propiedad de otra forma;
logra asi “ampliar” lo observado por Rolle.

¢Que dice Lagrange?: que para toda curva continua ’ y suave
C; dada s, una secante a la curva, siempre existe ¢ tal que
t, recta tangente a C en P(c; f(c)), es paralela a s. : (t/s).
(Asi, Rolle pasa a ser un caso particular de Lagrange :
aquél donde s es paralela al eje x). - ¢ l; >

a X

En cualquier caso, “c” parece estar donde la

distancia entre P(x; f(x)) y Q(x; s(x)) (sobre C y s respectivamente), es maxima. Esto sugiere
un camino para demostrar lo observado por Lagrange: construir una funcion “d” que evalle la
distancia entre Py Q al variar x en [a; b], buscar el méaximo de “d”, ver si alli esta el punto
buscado.

Por definicion de distancia entre puntos: d= d (P; Q) =|f(x) - s(x) | :

* el signo de d no afecta la resolucién; luego, para simplificar la misma tomamos:
d(X) = f(x) - s(x).
* hallamos la ecuacion de s, recta que pasa por A(a; f(a)) y B(b; f(b))
f(b)-f(a)
b-a
* reemplazamos, y obtenemos finalmente la funcién auxiliar d:

dX¥) = fX¥)-sx) = | d(x) = f(x)- f(@)— ms(x—a).

s(x)=f(a)+ms(x—a) con mg=

TEOREMA del VALOR MEDIO 6 de LAGRANGE (teorema 3)

Hip.) a) f continuaen [a; b]
b) f derivable en (a; b)
f(b)-f(a)

Tesis) existe ¢ e (a;b) tal que, f (c)= b_a

% En términos geométricos: 3¢ e (a;b)/ m; = m, con t: rectatgen P(c; f (c))

Demostracion: (teniendo en cuenta lo analizado en la pagina anterior)

Para demostrar este teorema nos apoyamos en la funcion auxiliar d(x) = f(x) —s(x) y replanteamos
la tesis en términos de dicha funcién:

“existe ¢ € (a;b) tal que d tiene un extremo en c”.
Por Teorema 1, esto Gltimo se puede probar mostrando que,
“existe ¢ e (a;b) tal que d" (c)=0".

La ecuacién d” (c) = 0 no se puede resolver algebraicamente; asi, para resolver esta cuestion debemos
acudir a resultados tedricos; en este caso, al teorema de Rolle.



274

Aplicar un teorema requiere evaluar que se cumplan las hipétesis del mismo. Luego, procedemos a
analizar si d(x)=f(x) —s(x), cumple las hipoétesis de Rolle :

A

f(b)-f(a)

s(x) = f(a) + mg(x—a), con mg= b a

2> d(X) = f(x) - s(x)
-2 d(x) = f(x) - f(a) —ms(x—a)

[
4

a c h x

a) d(x)= f(xX)-s(x) = d es restade continuas en [a;b] = d continua en [a;b]
b) d (x) = f(x)-s(X) = d es resta de derivables en (a;b) = d derivable en (a;b) ¢) ¢ d(a) =

d(b)?:
d(x) = f(x) —f@@) —ms(x —a)
d@= f(a)—f@@) —-ms(a—a) = 0 _
d (&) = f(b) — f(a) —ms(b—a) = f(b) — f(a) — [(b)—f(a)] = O }d(a)‘d(b)

Conclusién: d cumple las hips de Rolle - “existe ce(a;b) tal que d” (c) =0 ()

d(x) = f(x)—f(a) —ms(x—a)
d'(x) = F(x) —ms

d'(c) = f'(C)—ms}: f(c)-ms=0 = f(c)= m;
(Nd" (=0

f(c)= w (q.e.d)

NOTA: probamos también que existe ¢ € (a;b) talque m;= mg; = tal que t//s.

Ejemplol: dada f(x)=x?; Df=[-1;2] hallar c e(-1;2) tal que t//s.

] V4

fx)=x?; f(x)=2x * S
¢€?/ ce(-1;2) y my= mg 3 /

. f(b)-f(a)

f = 7 A7/

©) b-a /

e = F(2)-f(-1) i t

2+1
2c=% = 2c=1= c=% 1/

Ejemplo2: dada f(x)= |x|; Df=[-1;2] hallar c e(-1;2) tal que t//s.
15 (-1;0) )
709 =
1 : (0:2) 3

¢€?/ ce(-1;2) y my= mg

f(b)-f(a) _ f(2)-f(-1) _2-1_1 1
b-a 2+1 3 3
o f’(X);é% ; VXxe(-1;2) 4l i
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¢Contradice esto el TVMCD?: no, pues en este caso f no es derivable en cero; o

. sea, T nocumple una de las hipotesis, por lo que puede ono cumplir la tesis.

Ejemplo 3: (Interpretacion fisica del TVMCD). EI TVMCD aplicado a x = f (t), funcién de posicion
de una particula que se desplaza con movimiento rectilineo, dice que existe al menos un instante donde
velocidad instantanea y velocidad media, coinciden.

rey= 10T

v(Cc)= vm[a;b]

[X=f@®) > v=X =f (9]

Hallar ¢ del TVMCD para x = +/t, te[0; 100]; [x] = cm ; [t] = seg

£(100)- £(0) _

100-0 01

v=f'(t)= # (velocidad instantanea) ; vy, [0;100] =
Y

v(c)= vn[0; 100] = Zlf =01 = ¢c=25 (seg.) [v.inst. = v.media=0,1 cm/seg ]
4/C

TEOREMA de CAUCHY (teorema 4)

Hip)a) f y g continuas en [a;b]
b) f y g derivablesen (a;b); f(t)=0, Vte(a;h)

g (c) _ g(b)-g(a)

Tesis) existe ¢ € (a;b) tal que, f7(c)  f(b)-f(a)

Demostracion:

Interpretando f y g como las funciones correspondientes a las ecuaciones paramétricas de una curva C,
el teorema de Cauchy dice, en esencia, lo mismo que el de Lagrange: que existe un punto de C donde la
recta tangente es paralela a la secante.

O sea, Cauchy es la version de Lagrange para C dada por ecuaciones paramétricas.

Y 4

[ x=ft); telab]
L Y=9@); telab]

t=a[Xa=f(a) A (Xa; Ya)
Ya=0(a)

~

t=b< Xp=f(b) L B (Xp;Yb)
yb=0(b)

v

°®

b t

g .
) =0,

Luego, si aplicando Lagrange a ¢ hallamos que existe w e [Xa; Xp] tal que,

o' (x) =



276

O(X5)-0(Xa) _ 0. F (%)~ 0. *(x.) _ g(b)-g(a)
Xy — Xa Xy — Xa f(b)- f(a)

g (c)

r @

g (c) _ g(b)-g(a)

f(c)  f(b)-f(a)

o (w)= (1) Por otro lado

si c=f"'(w) entonces ¢ (w)=

De (1) y(2): (g.e.d)

Observacion: el teorema de Cauchy se usa, entre otras cosas, para demostrar la
Regla de L"Hopital para el calculo de limites indeterminados,
teorema que vemos a continuacion

4.2 Formas Indeterminadas y Regla de L" Hopital

En capitulos anteriores hemos visto como en el calculo de limites aparecen “formas indeterminadas”

(% ; — Yy otras), las cuales, hasta ahora hemos resuelto mediante manipulaciones algebraicas.
[0.0)

Sin embargo no todas las formas indeterminadas se pueden resolver acudiendo al algebra. Esto
resulta particularmente cierto en el caso que se hallan implicadas funciones trascendentes, o ambas:
algebraicas y trascendentes .

e?* 1 0

Por ejemplo, el limite |im produce la indeterminacion 0

X—0

Para resolverlo acudiendo a manipulaciones algebraicas podemos distribuir X, obtener:

e2x

. 1 . s

lim — =, loque produce la indeterminacion co — oo,

x—0 X

O sea, nos encontramos ante un caso que “la indeterminacion” no se puede “romper” con sélo
manipulaciones algebraicas.

Para resolver este tipo de limites, introducimos un teorema conocido como “regla de L Hopital > el

cual establece que bajo ciertas condiciones el limite del cociente g((:)) se halla determinado por el
limite de ; E :; . Este teorema recibe el nombre en honor del matematico francés G. F. De L"Hopital

(1661-1704), el cual lo publico en 1696.

Si bien el teorema es esencialmente uno, se demuestra de distintas formas segin sea el tipo de
indeterminacion de que se ocupa. A continuacién enunciamos y damos ejemplos de los distintos
casos pero omitimos las demostraciones por estar fuera de los objetivos de este libro.
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TEOREMA 5 : Reglade L"Hopital - Caso %

(Caso L cambiando apropiadamente el dominiode fy g)
[00]

Hip) a) f y g derivables en (a; b), excepto a lo sumoen ¢ e [a;b].

b) g'(X) #0; Vx € (a; b) donde g sea derivable.

. f(x) : : 0
€) lim ——= produce laforma indeterminadas —
x—c 9(X) 0
. fr(x)
d) lim =L (LeR
) x—c 9'(X) ( )
Tesis) [im T(x) lim F(x)

x—c 9(X)  xSc 97(X)

Observaciones:

1) El teorema es vélido si todos los limites son por derecha (o por izquierda) .
Esto implica que ¢ puede ser a 6 b.

2) La Regla de L"Hopital también es cierta si X crece (0 decrece) sin limites; o sea,
Si X + o 0 X=>- . Por supuesto en este caso sepide fy g
derivables en (k;+o ) 6 (-o;-K) con kconstante positiva.

3) La Regla es valida si se sustituye L por (+o ) 0 ()

4) La Regla de L"Hopital (con todas las variantes indicadas en 1-2-y 3) también se

aplica a la forma indeterminada — en cualquiera de sus posibles formas:
o0

4+ ,+00, —0©, —00
400 -0 400 —oo
. . . 0 , o |
Ejemplos forma indeterminada 0 0 — :
o0
0
) e2x_ [i] ) 2.e2X _
D lim ——— |5, lim =2
) In x [f] ) 1/ x . 1
2 lim —— 5, lim === lim ==0
X—>+0 X Xt 1 X—>+0 X

3) Aplicacién reiterada de la Reglade L Hopital:

A veces no basta derivar una vez para eliminar la indeterminacion. En este caso vale
derivar tantas veces como sea necesario para “romper” la indeterminacion.

im X [z] lim 22 [E] lim = 0
X—>—0 g L'H X —>—00 _e_x L'H X —>—00 e_x
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Ejemplos de otras formas de indeterminacion: 0.0 ©°; 0% 1° : 0 -

Cuando la sustitucion directa nos lleve a una de estas formas indeterminadas, el
objetivo serd reescribir el limite de manera de transformarloen un 0/0 6 oo /o0

1) Forma_indeterminada 0. oo

im e VX = dim X = im =
X —> 00 00 x50 X X —> 0 2\/76)(

NOTA: si reescribir el limite de una forma, por ejemplo 0/0, no parece dar frutos,
conviene probar con la otra forma (eneste caso o/ ). Queda como
gjercicio reescribir el limite anterior en laforma 0/0, ver que pasa en tal caso

<)

2) Formas_indeterminadas o’ 0% 1

Estos casos se pueden presentar cuando tenemos el limite de una funcion de la
forma h(x) = f(X) 9% Como en el caso de la derivacion de este tipo de funciones
reescribimos h acudiendo a las propiedades de una funcion y su inversa : en este
caso, del logaritmoy la exponencial.

h(x)= e nhey prop: la composicion de una funcion y su inversa da la identidad
h(x)= € 90 Infe) reemplazamos h por suigual y aplicamos propiedades de log.

Luego, reemplazamos h por su igual en el limitey resolvemos.

l[im g(x).Inf(x)
. ) (x)Inf(x) X—>
lim h(x)= lim e’ = e P
X—p X—>p

Luego, y en dltima instancia, lo que debemos resolver es el |im 9(x).Inf(x) (1) ; o sea, el
X—p

limite de un producto de funciones. Se presentan distintas situaciones :

A) Caso % [f(X) > +w; g(x)>0] > En(l) queda el Caso 0. (+ )
B) Caso 0°: [fX)>0"; g(X)=>0] = En(l) queda el Caso 0. (- )
C) Caso 17: [f(X)>1; g(X)>o] = En (I) queda el Caso .0

Conclusién _ en cualquiera de las tres formas de indeterminacién indicada, aplicando las
propiedades sefialadas llegamos al Caso 0.0 ; que ya sabemos resolver.
| lim x.Inx (%)
- . - X.InX +
Eil) lim x*= lim e* "= ex° = e’=1
In x

*) lim xIn(x)= ljm X
x—0" x—07" 1/x L'H

x—0" x—07*

I 8ls

. /X .
lim 5= lim (=x) =0
x—0t —1/X x—07

lim x.In(1-(1/x)) (*)
Ei2) lim (1-L)= jim eXNI-(1/x)- gxowe Y e
X—=>+© X X—> +00
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In(1=(1/x)) [ﬁ]
1/x L' H

*) Ilim XIn(1-(1/x))= lim

X—>+00 X—>+00
3) Forma indeterminada oo - o

Cuando la sustitucion directa nos lleva a una indeterminacion de la forma oo - oo
probamos a reescribir la funcién para obtener una formaa la cual le podamos
aplicar la reglade L Hopital, ya sea directamente o después de transformarla de

nuevo a tal efecto.

0
0

I 11 = I (x=1)-Inx
M 1Inx ~ x-1 00—.00 |m+ Inx.(x-1) L'H
X— x—>1

[¢]

3 1-(1/x) _ 3 x-1 _
M @)D vinx ) atee. MGy ) Uw

x—1 1

trabajo

trabajo
lim ( 1 geb 1M (—1 J =1
algeb.
s 1t 1+x(1/x)+Inx geb- T+ 2+Inx 2
4) Un limite infinito
[] y . ...y verificamos asi que e* es
e D : e” _ . un infinito de orden superior a x
lim — lim —— =+
L'H 1 . para X >+

X —>+00 X —>+00

Observacidn : hay formas similares o parecidas a las formas indeterminadas que
no son indeterminadas. Para diferenciarlas es muy importante tener
bien en claro hacia donde tiende la variable, particularmente cuando

la variable crece o decrece (X >+ 6 X=> -o).

Algunos ejemplos: (+oo+0w >+ ); (- - >- 00 ); (07°>0); (0 °>+w)

2]
ex - . . . .
a) lim — ~ 0 (noesuncasoindeterminado, no se aplica L Hopital)
X—> —o0

X
b) lim e7 = +00  (noesun caso indeterminado, no se aplica L"Hopital)

x—>07"

Verificar que si en este caso aplicara L"Hopital obtendria un resultado distinto.
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4.3 Aplicaciones de la derivada para el estudio de funciones

Intervalos de Crecimientoy Decrecimiento de Funcién.

En la basqueda de criterios para la determinacion de intervalos de monotonia de una funcién
vamos a acudir a ciertos resultados de la geometria, en particular al de recta tangente a una curva.
Al respecto vimos que para y=f(x), C = graf f, si f es derivable en X, entonces existe t, recta tg
a C en P(X,; Vo) Y m=1(X,). Presentamos también un principio basico del célculo diferencial:

tangente ”. O sea, existe un entorno de x, donde C practicamente “se pega” a t.

Ay Y“

XO X' X
M>0 [t estrictamente creciente m <0 t estrictamente decreciente
U U U U
' (xo)>0 T estrictamente crec. en E(X,) f (x,)<0 f estrictamente decrec. en
0)
E(Xo)

Los grafico anteriores muestran como el signo de f(x,) estaria informando acerca del
comportamiento de la funcion (crece o decrece), en el entorno X,. Si bien este hecho es
“evidente”, para estar seguro que la intuicion no nos esta jugando una mala pasada, debemos
“demostrar” esto que descubrimos con el auxilio de la geometria, prescindiendo de graficos,

A este respecto el TVMCD (Lagrange) permite demostrar con todo rigor lo empiricamente
observado: que existe una estrecha relacion entre el crec./decrec. de una funcién en un
intervalo y el signo de su derivada en dicho intervalo.

TEOREMA 6

Hip) f continuaen [a;b] y derivable en (a;b),
Tesis) a) f(x)>0; Vxe(ab) = festrictamente creciente en [a; b].

by f(x)<0; Vxe(ahb) = festrictamente decreciente en [a; b],

c) F(X)=0; Vxe(ab) = f(x)=k ; Vxela;h]

Demostracion :

Sean X1y X tal que a<x;< X <b = [X;X] < [ab]

en_[xi;X,] = existe ce (X;;X,) talque



f(x2)-T(xy)
Xy =X

f(c)= = f(x2)-f(x)=1(c) (X2—X¢)

a) f(x)>0; Vxe(@h) = f(c)>0
= f(x)-f(X)=F(c). (X2=x1)>0 = f(x2)>F(x)

Tenemos entonces que: V X;;X; € [ab]; xi< X, = (X)) <f(X2)

oseaque, f es estrictamente creciente en [a;b] . (g.e.d.)
by f(x)<0; Vxe(ab) = f(c)<0
= fx)-fx)=F(c). (Xo-x)<0 = F(x)<f(xs)

Tenemos entonces que: V X;; X, € [ab]; Xi1<X = f(x)>f(X;)
oseaque, T es estrictamente decreciente en [a;b] . (g.e.d)

) f(x)=0; Vxe(@b) = f(c)=0
= F(x)-F(X)=F(C). (Xo=%)=0 = F(x)=F(xy)
Tenemos entonces que: V Xy; X, € [ab]; X1 < Xo = f(x)=F(x)
Vxe@b, a<x = f(@)=f(x)

oseaque, f(x)=k; Vxelah] (g.e.d.)

Observacién:
Probada laverdad de p= q, investigamos la verdad de su reciproca:

>directa: p=>q; (@) “f"(xX)>0; Vxe(a;b) = f estrict. crec. en [a; b]”. (V)

> reciproca: ¢q = p? “f estrict. crec.en [a;b] = f'(x)>0; Vx e(a;b)”. (F)

Contraejemplo: f (x) =x3; f estrict. crec.en [-2;2] y f (0)=0 .

»directa:  p=4q; (¢) “F(X)=0; Vxe(@h) = f(x)=k; Vxelab]” (V)
» reciproca: ¢ q=p? (ejercicio)
Ejemplo 1: Hallar intervalos de monotoniade f(x)= x*-6x* +9x+1

f(xX)=x-6x+9 x+1; Df=R
f(x)= 3x*-12x +9 = 3(x-1) (x-3) ; Df =R
TEO 6 - para hallar intervalos de monotonia debemos estudiar el signo de f " :

osea, hallar: A={xeR/f(x)>0} (f1)
B={xeR /f(x)<0} (f})
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Las inecuaciones planteadas pueden resolverse por distintos métodos, en este caso, dado que f" es

conocida (cuadratica) acudimos al método grafico:



A= (-w0;1)U @B +xo)

B=(1;3)
fe@#)i () | () Rta: f crece en (- o3 1)U (3; +0):
_._ ..... o  —
fz crecei decrece i crece f decrece en (1;3)
f(=o0 f3)=0|—— x;=1; x,=3: {qué pasa en estos ptos?

Observacion 1: Por Teo 1l y derivados del mismo, sabemos que:
[En lo que sigue; CN: condicion necesaria; CS: condicion suficiente ]

» f derivableen x, y f (X)) =0 es CN para que exista un extremo en X, .
> f derivableen X, y f (X,) =0 noes CS para que exista un extremo en X, .
» f noderivableen x,; puede (0 no) existir extremoen X, .

En definitiva,

¢en donde buscamos un punto de extremo?: entre todos los puntos en donde es

Asi, enel ej. 1, si_hay extremos estos necesariamente estan en x; =1 y/é X, = 3; no pueden
encontrarse en otro punto del dominio aunque si puede suceder que en uno de ellos (o los dos) no
haya extremo. Luego, debemos buscar métodos para resolver esta cuestion, investigar que otra
cosa puede pasar en un punto ¢ donde f (c)=0 6 f (c) no exista. A estos puntos tan
“criticos” los llamamaos: puntos criticos .

Definicion : Punto critico

Llamamos punto critico atodo punto ¢ del dominiode f tal que:
f"(c)=0 6 f’(c) noexiste.

PC = {c e Df / ¢ punto critico de f}
PC={ceDf/ f (c)=0; noexiste f(c); f discontinuaen c}

Observacidn 2: (relacion entre puntos de extremo y puntos criticos ).

Sea E={Xx, e Df/ en x, hay un extremode f}.

Y ot =
X, € E > f derivableenx, = (teo1) f'(X,) =0 = x, € PC > X ePC

— no existe T~ (X,) = X, € PC

------
PR -
. N
.
o o

. ) ) ) :.." C.'.." :, > .“
Tenemos asi dos situaciones posibles: I ; PC@ Y II ;/ PC=E :



> ¢ Puededarse I; osea E = PC? Si, y vemos esto en el siguiente ejemplo;

1\

no haya extremos relativos.

“leyendo del grafico” vemos que:
f es derivable en todos sus puntos,
f'(-2)=0; f(0)=0; f (2)=0

L pPC={-2;0; 2}.

También del gréafico leemos que en

-2 hay un M,

y en 2 un my .

L E={-2;2}.

En un entorno de ¢ = 0, observamos que:
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d: -1< x< 0 > graf f “por arriba” det ©: 0<x
<1 -> graf f “por debajo”de t

0 sea, que no se dan las condiciones gréficas para la
existencia de extremo: graf f toda por debajo (o

por arriba) de t,

rectatg en el pto.

Conclusién: pueden existir puntos criticos donde

Observamos que en un punto de este tipo, si existe recta tangente, esta aparece “atravesando” el
grafico de la funcién. Esta situacion se repite cada vez que tenemos un punto critico que no es
extremo; luego, es algo que caracteriza a estos puntos, permite por lo tanto “definir” estos
puntos, los que Ilamamos: puntos de inflexién.

Definicion (geométrica): Punto de Inflexion , P,

Dado P (c; f (c)),

tangentea Cen P, “atraviesa” la curva.

“por debajo”, produciéndose el cambio justoen P).

v

v

P| éthO >

U
f(0)=0-

xeE*(c); f (x)>0

t paralela al eje x.

Cc : punto critico
f estrict. crec. en E (c)
Pi (c; f(c))

pto de inflexion

Ph>m>0 >

U
f(c)>0>

xeE*(c); f (x)>0

t no paralela al eje x.

C : noes punto critico
f estrict. crec. en E (c)
Py (c; f(c))

pto de inflexion

un punto de C = graf f, decimos que P es un punto de inflexion si la recta
(es decir, parte de C queda “por arriba” det y parte
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Observacion 3: concluimos entonces que:

C punto critico — o Mr : maximo relativo, 6
entonces en ¢ - _ )
y puede haber ™ e mr: minimo relativo , 0
f(c)=0 —= o P, . punto de inflexién

a tg horizontal

* Continuacién ej.1: f(x)= x> -6x* + 9 x + 1; analizamos si hay extremos
f(x)= 3x*-12x +9 = 3(x-1) (x-3) ; Df =R
PC={xeDf/ f"x)=0}={ 1; 3}

/VOMI‘? /oMr?
X2=3

X =1 > >
! emr? emr?
oP, ? ™S Lp 2

En este punto no tenemos herramientas analiticas para resolver este problema; pero como tenemos
mucha informacién sobre f, si la organizamos de modo apropiado podemos graficar f , resolver
el problema “leyendo del gréafico’.

A los efectos de graficar f, nos organizamos de la siguiente forma:

1) listamos toda la informacion relativaa dominio, limites, continuidad, etc ; es decir,
todas las caracteristicas de la funcién que podemos obtener sin acudir a la derivada.

e f(x)= x}-6x*+ 9 x+1. (polinomio)

a) Df =R

b) Dominio continuidad = R (2 no hay saltos ni agujeros en el graf pol.).
c) Dominio derivabilidad =R (= no hay ptos angulosos en el graf pol. ).
d) cerosde f: f(x)=0 (dificiles de determinar, los dejamos para luego).
e) simetrias: f noes par niimpar (= f tiene potencias pares e impares).
f) asintotas: no hay (= los polinomios no tienen asintotas)

g) acotacion:  |im f(x)=+o0; |im f(Xx)= - : uego,
X—> +00 X—> —0

f no es acotada superior ni inferiormente.

2) elresto de la informacion la organizamos en un “cuadro de situacién” como se
muestra a continuacion. Este cuadro facilita el procesamiento y articulacion de la
informacion que brinda la derivada; por ende, la obtencion del graff.

e f(xX)=3x*-12x +9 = 3(x-1) (x-3)

x<1 1 | 1I<x <3 3 3< X

f(x) 5 1
f(x) (+) 0 (-) 0| (+)
f-> crece ¢ ?  decrece ¢ ? crece
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—
W %

hay Mr hay mr

Finalmente concluimos que; en x; =1 hay un maximo relativo (Mr=5) y que,
en X, =3 hay un minimo relativo (mr=1).

determinacion de extremos, el que probamos en el siguiente teorema:
TEOREMA 7 — Criterio de la derivada 1ra para la determinacion de extremos (relat.)

Sea f continuaen [a;b]; f derivable en (a;b) exceptoa losumoen c e (ab),
con ¢ un punto critico de f; entonces:

a) F(xX)>0; Vxe(ac)

f()<0;: Vxe(gb) — & chay un Mrdef

b) f(x)<0; Vxe(ac)

F()>0: Vxe(ch — M chay un medef

Demostracion :
Teo 6

a) ' (x)>0; Vxe(ac) = f estrict.crec.en[a;c];osea x<c = f(x)<f(c).
Teo 6
—
f (x)<0; Vxe(ch) = f estrict. decrec. en [c;b] ; 0 sea, c<x = f(c) > f(x) .

osea; Vxe(ac)u(cb) es f(x)<f(c) = en ¢ hayun Mr de f. (q.e.d)

b) idem (ejercicio)

Observacion 1 : el Teo. 7 puede aplicarse aun en el caso que no exista f”(c) , de alli
la potencia del criterio de la derivada 1ra.

Observacion 2 : con el Teo. 7 queda entonces demostrado que los puntos donde
hay extremos se encuentran donde la derivada 1ra_cambia de signo.
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COROLARIOTEO.7: los puntos de inflexion a tg horizontal, si existen, se encuentran en los
puntos criticos donde la derivada 1ra NO cambia de signo

> Pasos para la bUsgueda de extremos relativos
(1°) Hallar .

(2°) Hallar los puntos criticos de f.

(3°) Aplicar el “criterio de la derivada 1ra” (Teo.7) y el corolario del Teo. 7

Aplicar este criterio requiere estudiar el signode f”.

Existen distintas formas de realizar este estudio, y cual de ellas conviene usar
depende de la funcion en estudio, su forma o caracteristicas particulares.
Luego, lo aconsejable es conocer los distintos métodos existentes para el caso.

> Andlisis del signo de una funcion.

Dada y =g(X), existen 3 métodos a los que podemos acudir para hallar el sg g(x).

(1) Gréfico, consiste en graficar g ; resolver luego “leyendo” del gréfico.

(1) Algebraico, consiste en proponer g(x)>0 6 g(x) <0, resolver luego, y segin las
reglas del algebra, las inecuaciones que quedan planteadas.

(111) Numérico : 6 “método del punto de prueba”.

Este método se basa en una propiedad de las funciones continuas conocida como
“Invariancia del Signo” (ver #) y consiste en 3 pasos siguientes:

(1°) subdividir el dominio de g en subintervalos I, tal que g sea continuaen |
y g(x) #0, vxel.

(2°) elegir un punto de prueba ( x*) en cada I obtenido en (1°), calcular g (x*).
(3% concluir: sg g(x) = sg g(x*), Vxel; osea:

e gx*)>0 = 9g(x)>0, Vxel.
e gx*)<0 = gx)<0, Vxel.

(#) “Invariancia del signo”

g continua en | = g no cambia de signo en I ;o sea:

g(x) #0; Vxel a) existex*e 1 / g(x*)>0 = g(x)>0, Vxel

b) existe x*e | / g(x*)<0 = g(xX)< 0, Vxel

Demostracion: (demostramos por el ABSURDO)

a) dada x* el / g(x*)>0 suponemos existe xe |l / g(x)<O0.
Luego, por Bolzano, existe c eI tal que g(¢)=0 (ABS, contradice hip.).
Si al suponer que existe x e 1/ g(x) <0 llegamos a un absurdo esto implica
gue tal x no puede existir; oseaque, Vxel, g(x)>0. (g.e.d.)

b) idem (ejercicio).

Ejemplo 2: Dada f(x)= x*-8 x ?; hallar extremos relativos de f. Graficar f.



Para resolver este problema procedemos a:

1) hacer un listado de las caracteristicas generales de f(x)= x*-8x ?:
a) Df =R (f: polinomio)
b) Dominio continuidad = R
c) Dominio derivabilidad = R
d) cerosde f: f(X)=x*-8x?= x?(x*-8)=0 < x=0;--/8; /8
e) simetrias: f es par = graf f simétrico respecto del eje y.
9) lim f(x)=+0;

X —>+0

(= no hay ptos angulosos enel graf f ).

X —> —0
2) Para hallar los extremos relativos seguimos los pasos indicados en pag, 282.

(1°) hallamos f(x)= 4x3-16x =4x (x*-4)=4x(x-2) (x+2)

(2°) hallamos ptos criticos: f derivableen R =
PC={xeR/f(x)=0}={-2;0;2}

(3°) estudiamos signo de f*. Aqui conviene el “método del punto de prueba”.

Organizamos la informacion en un cuadro de situacion; concluimos con Teo.7

(= no hay saltos ni agujerosen el graff).

lim f(x)=+0 = f noes acotada superiormente.

x<-2 | 2 |2x<0 | @ Jox<2 | 2 | 2<x
f(x) 16 0 16
' (x) (-) 0 (#4) 0 (-) (+)
f> \ mr / M \A mr /
: L :
4

—10-]

—12-]

—14-]

-16 T =mr

Conclusién: f(x)=x*-8 x? presenta extremos relativosen -2;0 ;2:
e Mr=f(0)=0

o mr=f(-2)=(2) =-16.

287
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Leyendo del gréafico concluimos que: mr =-16=ma (minimo absoluto);

que f es acotada inferiormente e Im f=[-16; +o].

2
Ejemplo 3: Dada f(x) = Xx_?)? ; hallar extremos relativos de f. Graficar f.
2
1) Procedemos a listar las caracteristicas generales de f (X) = Xx_EZSY:

a) DF =R-{6}

b) Dominio continuidad= R-{6}
¢) Dominio derivabilidad =R - {6}
d) cerosde f: f(x)=x?-27=0 < x=--/27 ; /27

e) simetrias: f no es par niimpar = graff no presenta simetrias.

( f discontinuaen x=6).

Iim f(X)Z-(X) = Ayert - X:6
X—6"

lim f(x)=—»

X—> -0

lim f(x)=+o0;
Xx—67"

9) lim f(Xx)=+0;

X —>+©

f) asintotas:

= f noes acotada.

2) Extremos relativos, intervalos de monotonia.
2 — —
(1) hallamos ()= X ~12x+27_ (x=3)(x~9)
(x-6)° (x-6)°
(2°) ptos criticos: PC={xeR/ f(x)=0 A x=6}={3;9;6}
(3°) Signo de f* por el “método del punto de prueba”.

(> el graff hay un salto en x = 6).

x<3 | 3 |3x<6 | 9 |6<x<9 | 9 | 9<x
f(X) 6 3 18
(%) (+) 0] (-) 2 (-) (+)

|

\av

f >
~.A“ L \
mr=1 . \-_. L —1
M :6 ------ -
N e )
TF + ] 3 \ 6 9 2
. \ 1
iy x% - 27 :
Conclusiéon: f(x) = <_6 presenta extremos relativosen 3;9:

o Mr=f(3)=6
e mr=F(9)=18.
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Estos resultados pueden parecer “contradictorios” , el maximo menor que el minimo?. No olvidemos que son
extremos “relativos’, que las correspondientes desigualdades se verifican en un entorno del punto. Ademas, en
este caso, “separando” ambos puntos de extremo hay una asintota vertical. x =6 .

Observamos también que f noes acotada;que Imf=(-o0: 6]U[18; +0]

U APLICACIONES DE LA DERIVADA 2da

1
i Los gréficos adjuntos corresponden a una funcién f y
| J| dos derivadas: f"y f”
\ 7 [ / En ellos verificamos resultados, “vemos™ otros
\ / \ / Por ejemplo, verificamos que:
\ / R / een x: -2; 0; 2 (exts relats) > f"(x) =0.

detectamos que:

-

een x: -2; 2 (ming.rels) > f'(x)>0

een x: 0 (méx.rel) 2> f"X)< 0

también observamos que:

1 elos X's tal que f"(x) =0, se corresponden con puntos
T T Pl donde f presenta extremos, los cuales a su vez sefialan

/: puntos del graf. f donde la “curvatura” de la curva,

“cambia’ .

O sea, pareciera que los X's donde f7(x) = 0 sefialan

puntos de inflexion atg “oblicua”, los cuales todavia no
sabemos como detectar.

€

Lo observado nos indica que f(x), su valor o signo,
también estaria dando informacion sobre el graf. f .

~—

Luego, en lo que sigue nos ocupamos de analizar la
derivada 2da; comprobar si lo observado para este ejemplo
es una propiedad que vale para todas las curvas continuas y
derivables.

T~
~—_

T~

x
&
y




290

TEOREMA 8 — Criterio de la derivada 2da para la determinacion de extremos (relat.)

Sea ¢ un punto criticode f y f dos veces derivable en c; entonces:

a) f"(c)>0 = en c hay un mr de f (minimo relativo)

b) f (c)<0 = en c hay un Mr de f (Maximo relativo)

c) f (c)=0 = el criterio no decide.

Demostracion:

Primero observamos que f dos veces derivable en c implica existen f'(c), f” (c) ; luego, ces
un punto critico de f donde existe la derivada = f'(c)=0

. . .\ . F(x)»f(c . (X
A Q>0 = F©=(f)©= [im ) =, TOO
X—C X-C x—>c X—C
Osea; lim F(x) = 7 (c) >0 ;luego, por Teor. conservacion del signo,
X—C -

f(x)

existe un entorno de ¢ donde >0 ; VxeE*Cc;d).

c-6 C c+6

Entonces:

L oc-f<x<c= x-c<0= f(x)<0| Teo.7(a) o _
—  en ¢ hay minimo relativo

U c<x<ctd= x-¢c>0= f'(x) >0 (@.ed)

b) idem (ejercicio)
c) e f{x)=x* ; f(0)=f"(0)=0 2> en ¢c=0 hay punto de inflexién

e f(x)=x*; f(0)=f"(0)=0 > en c=0 hay minimo relativo.

Osea, para f°(c)=f""(c) =0, en c pueden darse distintas situaciones, las que
dependen de la funcién del caso; de alli que el criterio de la derivada 2da, en este
caso, no proporciona informacion alguna acerca de lo que pasa en c.

Ejem plo 4: Hallar extremosde f(x)= x>+ 3/2x* -6x+3

3 9 PClci=-2 |c=1

f(x) =x+32%x -6 x+3
f 13 -
f(x) =3x° + 3x -6= 3(x-1) (x +2) £ 0 0
f"(x)= 6x+3 f7 | -9<0 9>0

Mr = 13 mr=-%




El criterio de la derivada 2da se puede generalizar, tenemos asi el:

Criterio de la derivada_enésima_para la determinacién de extremos (relativos)

Sea c tal que:
fe)=F()=1f"@C)= .o, =f("Y@)=0

fME) =0

J

A) n par = en c hay unextremo relativo
e £("(c)>0 = en ¢ hay minimo relativo, m,= f(c)
e f™()<0 = en c hay maximo relativo, Mr= f(c)

B) n impar = en c hay un punto de inflexion a tg. horizontal, P,(c; f(c))

Ejem plo 5: Hallar extremosde f(x)= 3x° -5x°

291

f(x) = 3x°-5x°=x* (3x%-5) PClci=-11C=0 |c=1
f(x) = 15x* -15x% = 15%° (xX*-1) f 2 0 -2
- 0
7 (x) = 60 x> - 30 X f 0 0
f°|-30<0| 0 30>0
PC={xeR/f'(x)=0}={-1;0;1}
Mr =2 &e? mr =-2

Estudiamos signo de f*. Aqui conviene el “método del punto de prueba”.
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Organizamos los datos en un cuadro de situacion; concluimos con Teo.7 y corolario

X<-1 | -1 |-1<x<0 ¢ O<x<1 1 1<x
f(x) 2 0 2
f(x) (+) 0 (-) 0 (-) 0 (¥
N N L N
|
2| M

Pl

my

4.4 Célculo de Extremos Absolutos

La existencia y determinacion de “extremos absolutos” de una funcién f depende tanto de la ley de
la funcion como del dominio de la misma. Si D =dom f tenemos al respecto dos situaciones bien

diferenciadas:

() f discontinuaenD y/6 D # [a; b].

En este caso son muchas las situaciones que se pueden presentar: desde que no

haya extremos absolutos, hasta que existan ambos, maximo y minimo.

Que existan 0 no estos extremos, depende de la existencia de limites infinitos.

(1) fcontinuaen D; D = [a; b].

En este caso, el teorema de Weiertrass, asegura la existencia de maximoy

minimo absoluto de f en [a; b] ; y podemos establecer algunas pautas para su
basqueda ya que tenemos un namero finito de casos posibles.

Los Extrs. Abs. coinciden
con los extrs. relativos

Los Exts. Abs. estan en los
extrs del intervalo

Los Exts. Abs. estan donde
f no es derivable

1

)

[

M, =M,

C

a

m, =my|

A

Mma

Ma ...................

)

]

M,

M,

N
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En este caso para buscar extremos absolutos procedemos a ampliar el conjunto de los puntos
criticos (PC), agregando al mismo los extremos del intervalo, a y b.
PC={x/ f'(x)=0; noexiste f'(x); a; b}
Ejem plo 6: Hallar extremos absolutos de,
f(x)= x®+32x*-6x+3 con Df=[-3;3]
f (x) = 3x*+ 3x -6= 3(x-1) (x +2)

PC (Ampl) ={x / f'(x)=0; -3 ; 3}={-2;1;-3;3}.

- ;s = - "ui
Méaximo y minimo absoluto existen y los M,
puntos donde se producen se encuentran en el 24

PC(Ampl.) Asi, para hallarlos, basta calcular

la funcion en todos los puntos del PC(Ampl.) y I
luego, por simple inspeccion reconocer I
maximo y minimo absoluto. 18 I

f(-2) =13 N |

f(1)=-% - min. absoluto //\\ II

=-72 .
f (-3) =75 ‘\\ 8 /I
\ /
f(3) = 25,5 > max. absoluto
ﬁ \\ //
-3 2 4 My 3

U, APLICACIONES DE LA DERIVADA 2da:

Concavidad y Convexidad . Puntos de inflexién a tangente oblicua.

Detectado que una funcion (no lineal) crece estrictamente en un intervalo [a; b] queda todavia una
cuestién por resolver: ¢como unimos los puntos extremos de la curva?; ¢con la curvatura “hacia
arriba” o, “hacia abajo” ?.

Ay Ay
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En lo que sigue nos ocupamos de esta cuestion. Hacemos esto a partir del analisis de la figura que
se propone a continuacion.

concava hacia arriba (concava) ~ concava hacia abajo (convexa)

Seguimos el movimiento de un punto P sobre la curva grafico de una funcién derivable,
observamos que hace la recta tangente a medida que P se desplaza.

e Mientras P se mueve de A hacia I, la curva permanece por encima de la recta tg.
En este caso decimos que la curva es “concava hacia arriba” (6 cdncava) en [a; c].

e Mientras P se mueve de | hacia B, la curva permanece por debajo de la recta tg.
En este caso decimos que la curva es “concava hacia abajo” (6 convexa) en [a; c] .

Observamos también que en | la curva cambia de “concava hacia arriba” a “céncava hacia
abajo”; que la recta tangente “atraviesa” la curva. O sea, vemos que en | tenemos un punto de
inflexion; podemos ahora definir con mas rigor este concepto.

Definicién : Punto de Inflexion de una curva (C ).

P es punto de inflexion de C si y s6lo si P es un punto de C donde se produce un cambio de
concavidad; es decir, donde C pasa de cncava a convexa 0 viceversa.

Analisis de la concavidad: (usando el hecho que m¢=f"(x))

Concava hacia arriba = mientras P se mueve de A hacia I, la recta tg gira en el sentido
contrario a las agujas del reloj; o sea m; , las pendientes de las rectas tangentes aumentan a
medida que P se desplaza de A hacia I; equivalentemente, f'(x) crece al tomar Xx's crecientes
(hasta ¢)

Concava hacia abajo = mientras P se mueve de | hacia B, la rectatg gira en el sentido de las
agujas del reloj; o sea m;, las pendientes de las rectas tangente disminuyen a medida que P se
desplaza de | hacia B; equivalentemente, f'(x) decrece al tomar X's crecientes (a partir de c) .

Estas observaciones sugieren las siguientes definiciones:
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Definicién : Concavidad y Convexidad de una curva C.
Dada f derivable en [a; b] decimos que:
» f es clncava hacia arriba (concava) en [a; b] si f* escreciente en [a; b].

» f es clOncava hacia abajo (convexa) en[a; b] si f° es decreciente en [a; b].

TEOREMA 9 - Criterio de la derivada 2da para la determinacion de la concavidad.

Sea f dos veces derivable en [a; b] ; entonces:

a) f"(x)>0,Vxe(ab) = f concava hacia arriba en [a; b]

b) f7(x)<0, VX e (ab)= f concava hacia abajo en [a; b]

Demostracion:
a) " (X)>0,Vxe(ahb) = (Teo.6) f° estrictamente creciente en [a; b]

= (def.) f cdéncava haciaarriba en [a; b]. (qg.e.d.)
b) idem (ejercicio).

Corolario TEO. 9: los puntos de inflexion a tg . oblicua se encuentran en los
ptos ¢ del dominio donde la derivada 2da_cambia de signo. (exista o no la f”" (c))

TEOREMA 10— Criterio de la derivada 2da para la deteccion de ptos de inflexion. .
Si P(c; f(c)) es un punto de inflexion del graff y existe f (c)

entonces, f (c)= 0.

Demostracion: sea g(x)=f (x); g’ (x) = f " (x).

P(c; f(c)) pto de inflexion = f* cambia de signoen ¢ = g" cambia de signoen c
= (Corol. Teo 7) @ tiene un extremoen ¢ = (Teo.1) g(c)=0 = " (c)=0.

inflexion. Ej.: f(x)=x*; f(0)=f"(0)=0y en ¢=0 no hay pto inflexion.

Corolario TEO.10: f"(c)= 0 y la derivada 2da de f, cambia de signoen ¢
entonces P(c; f(c)) es un punto de inflexion .

> Pasos para lablUsqueda de puntos de inflexién a tg. oblicua
(1°) Hallar .

(2°) Hallar los ceros de 7 .

(3°) Aplicar el “corolario Teo 10”.
Aplicar este corolario requiere estudiar el signode ™.



296

Ejemplo 7: Hallar extremosde f(x)= x*-6x°
f(x) =x*-6x%=x" (x*-6) PClc=-3 |©=0 |c= .3
- -9
f(x) = 4x®-12x = 4x (x*-3) f 9 v
f 2x%-12 = 12(x? i ° 0 ’
T(X)=12x°-12 = 12(x“-1
&) (x*-1) f°| 24>0 |-12<0 | 24>0
PC={xeR/f'(x)=0}={-./3;0; ./3}
mr =-9 Mr=0| | mr=-9

Pl={xeR/f'(x)=0}={-1;1}

Estudiamos signo de f por el “método del punto de prueba”.

Organizamos los datos en un cuadro de situacion; concluimos con Teo.10 y corolario

1

x<-11]-1|-1<x<1 1<x

f (%) 5 5

) | (+) 0 (-) 0 (+)
M |p | U

—t

P|

C[mMe=ma
Ejemplo 8: Hacer el estudio completo y graficar f para f(x)=5x%*®- x¥?
fx)= 5 x7°- x¥=x%*[5-x] ; Df=R
(x) = %x“ [2x7*-1] :Df =R-{ 0}
f7(x) = _% xV3[xt+1] : Df ' =R-{0}

I ) Procedemos a listar las caracteristicas generales de f(x)=5x%3- x¥?3
a) Df =R

b) Dominio continuidad = R (> el graf f no presenta saltos ni agujeros).
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c) Dominio derivabilidad =R - {0} (= el graff presenta un pto anguloso) .

d) cerosde f: f(x)= x?*[5-x]=0 < x=10; 5.
e) simetrias: f no es par niimpar = graff no presenta simetrias.

f) asintotas: no hay .

lim f(x)=-0 [|im f(x)=+w
X —>+0 . X—> —©
0) ’ = f noes acotada;

= f no tiene extremos absolutos.

I1) Extremos relativos, ptos de inflexion a tg. horizontal, intervalos de monotonia.
(19 f(x) = % x?3[2x1t-1]
(2°) ptos criticos: PC={xeR/ f(x)=0 A x=0}={2;0}

(3°) Signo de f* por el “método del punto de prueba”.
Organizamos los datos en un cuadro de situacion; acudimos Teo.7 y corolario.

x<0 0 | O<x<2 2< X

f(x) . o | — 48|

%) () |84 | (+) |0 )

mr

/

I11) Concavidad, puntos de inflexién a tg, oblicua. intervalos de monotonia.
(19 F7e= -2 xV[xT+1]
(2°) (posibles) PI={xe R/ f“(x)=0 6 noexistef "(x) }={-1;0}
(3°) Signode f~ por el “método del punto de prueba”.

f >

Organizamos los datos en un cuadro de situacion; acudimos Teo.9 y corolario.

X<-1 -1 | O<x <2 2< X

f(x) 6 0

(%) \-5 — 7 \

Q| (+) [0 | (-

i> | \J [P

~
[mS]
—_
1
~

D

o | )




298

\ 14
\ 1D
\ 2
\ T
£ :
N\ °
N\
\\ 7
P\\ :,TMr ........
N <
N V4 Y
: N\
e} B T m, \
” N\
s N
- \
5 \
-6 \
\J
8 \
9 \
AN
' i - —x% +x+2
Ejemplo 9: Hacer el estudio completo y graficar f para f(x) = A
(x-1)
2
f)= —XZEX+2 . Df=R_{1}
(x-1)2
f)= —X=2_ . Df =R {1}
(x-1)3
f (x) = M - DfF=R-{1}
(x-1)*
2
I') Procedemos a listar las caracteristicas generales de f(x) = w
(x-1)

a) Df =R-{1}
b) Dominio continuidad = R—{1} (2> el graf f presenta un salto en x =1).
c) Dominio derivabilidad =R - {1} ( f discontinuaen x=1).

d) cerosde f: -x?+x+2=0 < x=-1; 2.
e) simetrias: f no es par niimpar = graff no presenta simetrias.

f) asintotas: |im f(x)=+w = (asint.vert.) x=1;
x—1

lim f(x)=-1 = (asint. horizontal) y=-1.
X—»00

g) lim f(x)=+0 = f noes acotada superiormente.
X—1

I1) Extremos relativos, ptos de inflexion a tg. horizontal, intervalos de monotonia.
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1 fx= —X=°_
(x-1)3
(2°) ptos criticos: PC={xe R/ f(x)=0 A x=1}={5;1}

(3°) Signo de f* por el “método del punto de prueba”.
Organizamos los datos en un cuadro de situacion; acudimos Teo.7 y corolario.

x<1 1 | 1I<x<5 5< X

f0 | —"1 3 \—3/

%) 4 () 0 (+)

f> av

I11) Concavidad, puntos de inflexién a tg, oblicua. intervalos de monotonia.
@ = 207X

(x-1)*

(2°) (posibles) PI={xe R/ f(x)=0 6 noexistef "(x) }={7;1}

(3°) Signode f~ por el “método del punto de prueba”.
Organizamos los datos en un cuadro de situacién; acudimos Teo.9 y corolario

x<1 1 |1<x<7 7 7< X
f(9 = —
() (+) | 4 (+)
700 | (+) i (+) |0 (-)

is |\ o | U




300

y.
i
x
] ] ] ] ] ] ] ] ] .1 ] ] ] ] ] ] ] ] ] ] ]

T T T T T T T El T T 1 T J T T T T T T
98746:71 1 304 35 6 7 8 9 10 11 12 13
e S SO, S SRR S Mo 0 ) IO

Pl
L ix=1 (ay)

Del gréafico vemos que Im f= [—% ; +00)

Concluimos asi que f es acotada inferiormente y que,

©

m,=m,= -2
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Parte 2 - Aplicaciones de la derivada a la “aproximacion” de funciones

4.5 Aproximacion del 4y, incremento de la variable dependiente

® Sea: y=f(X); X, € Ds; f derivableen x,; AX=X-X, con X € E(X,)
® Acada Ax corresponde un Ay, con Ay =f(X+AX) —Tf(X,)

® Nos preguntamos: ¢, existen otras formas de estimar el valorde A4y ?.
En lo que sigue nos ocupamos de dar respuesta a este interrogante.

. A
f derivableenx, = lim &Y - (%)
AX—0 AX

Teo. de escritura
fuera del limite

S Yo k)t p(AX);  con lim p(AX)=0
AX AX—>0
despejando Ay

——
= Ay = (X)) Ax+ p(AX).AX

%/_/

e (AX)

= Ay= (%) AX + £(AX) | con lim &(Ax)=0

y lim F(X,)Aax=0
Ax—0

Conclusion: Ay se puede “descomponer” en suma de “dos infinitésimos” para Ax >0

Luego, y en la basqueda de una aproximacion para Ay, nos preguntamos cual de los
infinitésimos del segundo término aproxima mejor a Ay. Dicho de otra forma, cual de ellos, de
ser despreciado, introduce el menor error. Para resolver esta cuestion procedemos a ‘‘comparar
los infinitésimos".

&(Ax . AX).Ax € es un infinitésimo de
() i 2DV 5 orden superior a f*(xo) AX; 0 sea,

“despreciable” frentea f"(x,) AX

Iim ———-=Ii > =
ax—0 T (Xo )AX a0 F(%o ).AX

parte principal del incremento

Osea, que f'(X,) AX es una “buena” aproximacion de Ay

AY »~ f(x,). AX
4.6 Diferencial de una funcion

Dado que el producto f(x,).Ax constituye la parte principal del incremento de la funcion; se
conviene en darle un nombre y se lo llama "diferencial de f".
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DEFINICION 1:| Dada y = f(x), derivable en x,, llamamos "diferencial de f"
diferencial de |[al producto de f'(X,) por un incremento arbitrario de la v.i. (AX).

una funcion :
dy ¢ df dy = f'(Xo). 4x

Observaciones:

1) La definicion de diferencial proporciona otra forma de representar el incremento
de una funcién y, porende, de dar una aproximacion del mismo.

Ay = F (%) AX + £(AX) mmep Ay = dy + £(AX)

Ay =~ f/(X,). AX Ay =~ dy

—l

(el diferencial de una funcién da una aproximacién del incremento de la misma).

2) La parte que se desprecia, &(AX), constituye el “error” producido al aproximar

3) Tanto Ay como dy son infinitésimos para Ax — 0. Comparando:

4y 4y 1 . A 1 .
A Ay T A O ) A T (X ) 4 Ax f’(xo)[ (x)]=1;

Osea, Ay y dy son infinitésimos equivalentes.

Asi, para Ax infinitamente pequefio, dy es una muy buena aproximacion de Ay.

Tanto es asi que en el lenguaje vulgar las expresiones "incremento" y "diferencial” (de una
funcién) se usan como sin6nimas, aun cuando los correspondientes valores no sean
exactamente iguales. Esto no trae aparejado ningln problema en tanto y en cuando no se
pierda de vista que “realmente” :

"dy es una aproximacion de Ay con un error infinitesimal, £ " (error al fin 1)

Ejemplo: f(x)=x>; f(x)=3x*; f(5) =75

AX Ay dys) | € | o dy (5) = f'(5).4x = 75. AX
3 387 |225 162
2 218|150 68 * Ay = 1(5+ 4x) - 1(5)
1 91 75 16 4y = (5+ Ax)° - (5)° =
0.1 7651 | 75 0.151 Ay = 75 Ax + 15 Ax? + AX°
0.05 3.788 | 3.75 0.038 —— " ~——
dy £(AX)
0.01 0.752 | 0.75 0.002
0 0 0 0
-1 -61 -75 14
NOTA:

Hemos visto que existen distintas notaciones para indicar la derivada en un punto y hemos usado
. L .. d
mayormente una de ellas, f"(X,). Nos ocupamos ahora de otra notacion, la de Leibniz: d—y (Xo)-
X

Hasta aqui esta notacién no es mas que un simbolo que, como los otros, representa la derivada
de la funcién en un punto; o sea,
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% (Xo) = lim % .

Ax—0
@ En la notacion de Leibniz aparece el simbolo “dy”, simbolo al que acabamos de dar un
“nombre”; diferencial , y un “significado™: f(x,).4x. Debemos entonces controlar que la
nueva definicion no plantee contradiccion alguna al interior del edificio de la matematica; o
sea, que si hacemos otra interpretacion de los simbolos que usamos para “representar” la
derivada, la nueva interpretacion no “contradiga” la original. A tal fin nos ocupamos primero de
explicitar el “significado” del otro diferencial que aparece en la notacion de Leibniz; o sea, del
“dx” (diferencial de la variable independiente).

DEFINICION 2:| Daday = f (x), llamamos "diferencial de la variable independiente”

diferencial delav.i.| @ AX; osea, al incremento de la variable independiente.
dx Lo indicamos dx.

dx = AX

Definido el diferencial de la v.i.; tenemos otra forma de escribir el dy :

dy o) =T (Xo). AX > dY (x0= F(Xo). dX;
Si dividimos por dx resulta que, j—y(xo)z f (%) ; 0 sea,
X
ﬂ(xo): lim ﬂ; y comprobamos:
d Ax—>0 X

. o . d .
» que la notacion de Leibniz para la derivada, d_y o), Y las notaciones para los
X

diferenciales, dx y dy, no presentan contradiccion alguna entre si;

. . d i .
» que podemos interpretar el simbolo d_y como un “cociente ” ; por ende, considerar la
X

derivada misma como “‘cociente de diferenciales”.

Observacion:

Dadoque dy = Ay y dx =AX, tenemos que %z%; 0 sea, que el

. . . i . A
“cociente de diferenciales” (:_y) y el “cociente de incrementos” (A—i)
X

estan préximos pero, no son iguales.
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4.7 Interpretacién geométrica del diferencial

f derivable en x, = existet, rectatg.aCenP, / t) Y =1(X) (X-Xo) + f(Xo)

LG R0 x{C 3
. . . . / L m¢=f"(Xo)
H l__,.-""- , o
=Y Ll ¥y b me= 2 = T0)= o
// JHZQ AX
Ay 2 ¢
.~ 8 ® = (o). AX
o A" 0 . x . .
Ax U
Xo X i @ = &y
- C
f(X)—yu..“ ........ o . . : X . | o» Concluimos que: dy = o ;
/ £ - » pero o= Y-Y,.
_ oyt
t(X)—Y w - Q
Ay Ve ? » Luego dy =Y -y,
e '
: #,g'-:"" -4 dy dy =(ordenada Q - ordenada P, )
A~ :
Yo .P o ' S g dy = diferencia_de_ordenadas, entre
—= Ax Q(Xo*+ AX; Y) sobret, y
~ _ Po( X, ; Yo) Sobre C = graf. f
Xo b%
[ ]

Del grafico vemos que el segmento que representa a Ay puede descomponerse
en “dos segmentos’, uno de ellos w= dy ( primero de los infinitésimos en que
se descompone Ay). Asi, al segmento identificado con € no le queda otra
opcién que corresponderse con el segundo infinitésimo; o sea, con £(AX) .
Concluimos asi que los dos sumandos en que se descompone Ay se corresponden
“geométricamente” con los dos segmentos identificados con "o" y "€ ".

O sea, Ay = d + £(AX algebraicamente
y y (AX) (alg )

Ay = o + & (geométricamente)

Y tenemos asi una forma de poder apreciar “graficamente” la magnitud del
error (€ ) cometido al aproximar Ay con dy.

Observaciones:
1) Geométricamente vemos que, para un Ax dado:

*dy indica la cantidad que se “eleva” (o cae) t, la recta tangente, en un entorno de x,

*Ay indica la cantidad que se “eleva” (o cae) C, el gréafico de f, en un entorno de X,.
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4.8 La derivada como razén de cambio

La interpretacion geométrica del diferencial de una funcion permite una mejor visualizacion de

la nocién de derivada como razén de cambio.

........................................................ C
_ dy=f" (xo)=m
Po
L e =
Ax=1
Xo X=Xot+AX

Segln vimos:

*

L 4

dy representa la cantidad que
se eleva (o cae) larectatg
cuando X se incrementa en AX;
en particular,

el cambio producido en vy,
sobre la recta tq,

por cada cambio unitario en x.

Por definicion: dy = f(x,). AX
Ax=1: dy=1(X,)

Concluimos entonces que f* (x,) indica el cambio que se produciria en Yy , por cada cambio
unitario en x, en el caso que P, continuara moviéndose sobre la recta tangente; dicho de otra

forma, si a partir de X, "la razén de cambio permaneciera constante e igual a la pendiente

de la recta tg en P,".

Ejemplo:

Sea x=3t*; [x] = Km ;[t] = hs lafuncién posicion de un movil que comienza a moverse. A la
hora y media de iniciado el movimiento se produce un cambio en la velocidad y el mévil comienza
a desplazarse a velocidad constante e igual a la que tenia en ese instante. Si a partir de ese
momento se mueve una hora mas, ¢cuantos Kms. se desplaza?. Y en total, ;cuanto se desplaza?

X

18

» X(t) =3¢

> X(t)=6t

» Posicién a la 1% hora: X (1.5) = 6.75

16

» Velocidad a 1% hora: X (1.5)= 9

14

12

18

1 hora

Segun vimos, x (1.5) es el cambio que se
produciriaen x, enuna hora, si a partir de
este momento la velocidad permaneciera
constante e igual a x (1.5). Asi, si a la
A _ 1% hs. el mévil comienzaa ira velocidad
3 ] ctee igual a x"(1.5), osea, a 9 Km/h,,
en una hora se desplaza 9 km.

» Posicion a 2 ¥ hs. de iniciado el movimiento.

_ X(1.5) = 6.75
t X(2.5) = X (1.5) + 9 = 15.75

(*si hubiera seguido sobre C > X (2.5) = 18.75)
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4.9 Uso del Diferencial

ERRORES: uno de los usos mas importantes del "diferencial” es en la estimacion de errores,
particularmente en la propagacion de errores.
Ejemplo:

" Se mide el lado de un cubo y se encuentra que es de 2 cm. Se sabe que la medicion se
hace con un error de apreciacion, ¢ ==+ (0.01), que esto induce un error en el calculo del

volumen de dicho cubo. Se pide hallar el méximo error cometido al calcular el volumen
con el valor medido ".

Como en todo problema procedemos a:
F~ Reconocer, etiquetar y describir variables:

x = lado del cubo (cm); V= volumen del cubo (cm®)

&~ Explicitar la_incégnita:

E/ E =error maximo al calcular V  (debido al error de apreciacion en x).
&~ Explicitar los datos:

» Por geometria sabemos que: V= x> = V=V(x) con V(x)=x>

» Se informa un “error de medicion”; luego, x =2 puede no ser el verdadero valor del lado.
Si llamamos Ax al error producido al medir, entonces el valor verdadero (v.v.) del lado
es: Xx=2+ AX.

» Tenemos asi que:

AXI
L Xo=2 (valor medido)

X =2+AX (v.v.)
- &= =(0.01) = |AX|<0.01

>

Nota: El valor de Ax, sedesconoce. & = +(0.01) informa el valor maximo
(6 minimo) que puede tomar este error. O sea; da una cota del mismo.

» El verdadero valor (v.v.) del volumen es el calculado con el v.v. del lado; o sea, V=V
(2+AX).

V.=V(2)=8 (vol. calculado)
V, =V(2+ Ax) = V(2) + AV (vol. verdadero)
Ev=[AV|=|V,-Vc|=|V(2+Ax) - V(2)|

- = ;como calculamos Ey si no conocemos Ax ?!!
Este problema lo resolvemos acudiendo al diferencial de la funcién, pues dV =~ AV y, mientras
sobre el AV nada podemos hacer, al dV silo podemos trabajar.

¥~ Resolvemos: Ey =|AV |= | V(2+AX) - V(2)|;
dV = V' (Xo).AX ;

Calculamos V' (x) = 3x 2 y procedemos a aproximar el error con el diferencial:
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| Ax |< 0.01

, ——
Ev=|AV|~[dV|=|V'(2). Ax|=|12. Ax|=12|AX| <  12.0.01= 0.12

Ev=|AV|<0.12 = error_absoluto “méximo” que se puede cometer
al calcular V con x, medidocon &= +(0.01)

&~ Conclusion: Ey = + 0.12

Notas:
|AV|<0.12 = -0.12 <AV <0.12
O sea 0.12 (cm®) es una cota del error cometido al calcular V con un error en x.
V,=V(2) £012 = V,=8+ 012 = 7.88< V, < 8.12

Observaciones :

Si bien E,, el error absoluto, da una idea de como se “propaga ” en el calculo el error cometido al
medir, no permite apreciar la importancia del mismo. Ej: Ey, ¢serd un error de peso o sera
despreciable en relacion al problema que se esta resolviendo?.

El error relativo y el error porcentual proporcionan una mejor idea a este respecto.

= E, = (error relativo) = E. _ 012 0.015

V, 8

= E o=(error porcentual) =100. E,= 15%. = [E«=15%

® ;cudl hubiera sido la situacion si el radio medido hubiera sido de 5 cm ?
| 4x |< 0.01

4 2
Ev=|AV |~ |dV|=|V'(5).Ax|=]3.(5)".Ax|=75|Ax| < 75.0.01= 0.75
Osea: Ey=1]AV|<0.75 lo cual implica un E, = + 0.75.
Si observamos los errores absolutos, diriamos que para X =5 se comete un error
mayor que para X =2 ; pero, ¢ es realmente asi ?.

Consideramos el Eo, para x=5: E, = E,_ 015

V. 125

= 0,006 = | E¢,=0,6%

Vemos asi que al aumentar el lado el error porcentual disminuye, y esto es légico ya que
mientras las variables toman valores cada vez mas grandes el error de medicién _permanece
constante. Asi, va perdiendo significatividad (por €j.; un & = 0.1 cm. no impacta lo mismo
cuando medimos “2cm.” que cuando medimos “50 cm.”.)

® Dada y = f(x), paraestimar €, “error absluto” en el célculo dey, procedemos a:

_ ﬂNQ_f'(xo)Ax_f'(xo)Ax
Yoo Yo o F(X) — f(x)

r
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® Asi, enelcaso del ejemplo visto y para un X, genéricp;~{endriamos que:

, 2
E, = 4V _dV _V(%) AX = 3%, dx =3 Error relativo para x |

Vo Vo B V( Xo ) Xg
Acotando y reemplazando Ax y X, por los datos del problema tenemos entonces una estimacion
del error relativo en V. Cabe remarcar que la formula tal cual qued6 brinda informacion muy
valiosa. Ella nos dice que “el error relativo en el volumen es alrededor de 3 veces el error
relativo en el lado”.

En general, para y=x",

“el error relativo en y es alrededor de nveces el error relativoen x”.
Cuidado !'!: esta regla es valida en el caso de las potencias y sélo en este caso.
Por ejemplo, para y =sen X,

E,= ﬂzﬂ— (%) dx = 225 X0 .dx=1tg(Xxg ).dx

y y  f(xo) sen x

4.10 Aproximacion Lineal

A partir de la expresion obtenida para Ay en pérrafos anteriores, vamos ahora a obtener la

expresion que vincula la funcion en un punto incrementado, f (x), con la funcién y su derivada
en el punto dato, X,.

Ay = (%) AX + £(AX) con lim €(Ax)=0

Ax—0

Ay = f(x) - f(xo)
AX = X - X,

f(x) - f(Xo) = T (Xo) (X - Xo) + £(AX) con A“mo e(4ax)=0

f(x) = f(Xo) * (X)) (X-X%Xo) + £(AX) con A|>Em0 e(Ax)=0

® En esta Gltima expresion, podemos despreciar el Gltimo sumando, &£(AX),
(infinitésimo para Ax— 0); obtener asi una aproximacion de f (x) en términos
de fy fen Xx,, para todo x enunentorno de X,.
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f(X) ~ | f(xo) + f,(xo) (X - Xo)

ecuacion de la recta tg. en P,
Y = f(Xo) + f,(Xo) (X 'Xo)

f(x) = «——  Ordenadade Q et

LCSESY At

t(x)=Y ' ' ' —

Yog.¥. ' «

o
><1

Conclusién : f (x) se puede aproximar por Y, ordenada del punto Q sobre t
correspondiente a X = X,+ AX.

DEFINICION:  |La aproximacién de f por la recta tangente en P, (x,, Vo) se llama
aproximacion lineal de f en X,.

Aproximacion |La funcion lineal que determina la recta tangente; o sea,
lineal. t(X) = f(Xo) + F'(Xo) (X - Xo)
decimos que es la linealizaciéon de f en X,.

Finalmente observamos que:
f(X) = f(Xo) + F(X)(X-X%X) + &(AX) / lim €(A4x)=0
Ax—0

fx)= t(x) + e(AX) / A|im0 e(ax)=0
f(x) = t(x) con eX)=[fx)-t(x))=€ >0 para Ax> 0

Conclusiones:

1.- Vemos que cualquiera funcién, con la sola condicion de ser derivable en X, ,
admite ser asimilada a una funcidn lineal (su linealizacion) en un entorno de X,.

2.- El valor que despreciamos ( £(AX) ), esel error que cometemos al aproximar
f(x) cont(x): e(AX)= ¢
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osea €. Paratener una idea de la calidad de la aproximacion (“buena” o “mala”)

A tal efecto observamos que & (AX) es un infinitésimo para Ax 20. Asi,
podemos estimar su magnitud (o "pequefiez'’) a partir de compararlo con otro
infinitésimo conocido, como ser, el mismo AX.

lim

&0  AX Ax—0

Conclusién: € =&(AX) es un infinitésimo de orden superior a AXx.

e(Ax) ~ im p(Ax).Ax _

AX

0.

(se acerca a cero mas rapido que Ax). O sea, para Ax pequefos, |g|<]AX|.

Ejemplo 1:

Obtener la linealizacion de Inx en x,=1

f(x)=Inx ; x,=1
f (x) = 1/x
t (x) = f(Xo)+ 7 (Xo).(X-Xo)

o f(x) = t(x)

o f(x) = f(1)+f(1).(x-1)
® Inx =~ In1+1.(x-1)
® [nx~ x-1

Clnox

Luego: t(x)= x-1, linealizacion de f en Xx,=1

Asi: In X ~ t(x) ; para todo X enun entorno de x,=1

In 2~ t(2) = 1

In 15 ~ t(15)= 05 = g15)=[In(1.5)-t(15)]=??

S>e(@=[Q)-tQ)]=7??

* Obviamente no podemos calcular el error “exacto”; aunque si podemos apreciar
(del gréfico) que este va disminuyendo a medida que x > 1; que g(1.5) < € (2).

* Por otro lado, ain cuando dado un x no podemos calcular el error, estaclaro

gue este existe y tiene un valor fijo para cada x.

Ejemplo 2: encontrar la aproximacion lineal para f(x)=vx+1en x,=3.
Aproximar+/ 2.95 y v 4.05 . Indicar si laaprox. es “por exceso” o “por defecto”.

F(X)=vx+1 ; X=3

t

FX)=1(2Vx+1) [ ]
t(x) = F (x;) +F (xo).(XX0) o
1.2}
o f(X) ® t(X)
o f(x) ® f(3) +F(3).(x3)
o f(X) ® 2+ 1/4.(x-3)
. ~ 1 5 i
o 4X+4 - i 2 1305 5 7 8
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Luego: t(x)=%x+% 0 t(x)=0.25x+1.25 es la linealizacion de f en x,=3.

e Dadoa e R, y a proximoa X,=3,
¢cOmo damos una aproximacion de Ja usando la linealizacion hallada?:
1°) buscando un x* tal que Ja = f(xX*)=Vx* +1 (> x*=a-1)

2°) calculando t(x*)

Porej., a=295 > v295= f(x*)=Vx* +1 > x*=295-1 > x*=1.95
V295 = f(1,95)~ £(1,95)=0,25.1,95+1,25=1,7375 > 4295 & 1.7375

a=405 > 405 = f(x*)=Vx* +1 > x*=405-1 > x*=3.05
Vv4.05 = f(3,05) = t(3,05) =0,25.3,05+125=2,025 -> 405 =~ 2.025

e ¢, por exceso o por defecto ?: del graf f y larecta tangente decidimos facilmente
esta cuestion: la curva esta “por debajo” de la recta tangente luego, las aproxs.
son “por exceso”.

4.11 Aproximacion por Polinomios: Polinomios De Taylor

En el parrafo anterior encontramos la aproximacion lineal de algunas funciones, la usamos para
aproximar algunos valores en el entorno del punto, vimos que muy poco se podia decir del “error’
producido en cada caso. Retomamos el ejemplo 1 para analizar en méas detalle esta cuestién del
error que producimos al aproximar una funcion cualquiera por una funcién lineal .

Ejemplo 1:
f)=Inx ; %=1, F(x)=1/x L4
() = (x0) +F (%) (x-0)
t(x)= x-1

Vimos que f (x) =t (x) + &(X), 0 sea que:

o f(X) =t(X) con g(X)= t(x)-f(x) In 2
® Inx ~ x-1 con g(x)= (x-1)-Inx

In2 = t(2) =1 €1 = 1-In2

Respecto a la aproximacion de In2 obtenida por linealizacion del logaritmo, ¢habrd alguna
manera de estimar el error cometido? .

Resolver esta cuestion requiere la aplicacion de complejos resultados teéricos que no son el
objetivo de este curso. Hoy dia, todos sabemos que con una calculadora podemos obtener en
forma répida y sin pensar una aproximacion de In2, por lo que quizas algunos se pregunten si es
necesario estudiar este tema. La respuesta es “si”, porque el mismo se usa para demostrar
resultados tedricos dentro de la propia matematica e incluso fuera de ella (por ej, en
fisicoquimica). Ademas, si bien la calculadora da un valor aproximado de In2, lo que no da es el
“error” implicito en esa aproximacion. Luego, necesitamos saber algo mas acerca del mismo. En

lo que sigue, vamos a aprovechar el avance tecnoldgico para proceder a estimar el error, sin
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acudir a resultados tedricos. O sea, vamos a usar la calculadora para obtener los logaritmos
y con ellos una estimacién del error, porque lo que nos interesa estudiar ahora no es la
aproximacién en si, sino el “error” cometido al aproximar.

|n2 ~ t(Z) =1 por aproxlineal |n2 ~ 1
€1(2) 1-1n2
> €1(2)

caleul: In2~ 06931 1-0.6931 = 0.3079 = 0.31

Concluimos asi que si para aproximar In 2 usamos la aproximacion lineal obtenemos In2 ~ 1
con un &g = 0.31; o sea, con un error bastante “grande”. Luego, si por alguna razon
necesitdramos dar una “buena” aproximacion de In2, por ejemplo, con € < 0.01, la
aproximacion obtenida por linealizacion no es aceptable.
* Para pensar: el valor que da la calculadora, ¢cumple este requisito??;
0 sea, ¢es$0.6931 unaaproximacion del In2con €<0.012.

Como entre todas las rectas que pasan por P,(1;0) la recta tg es la que mejor aproxima a In X,
vemos que no hay forma de aproximar In2 con &< 0.01 por medio de una funcidn lineal, que
debemos acudir a otro tipo de funcién. ;Qué tipo de funcién?, uno en donde las funciones sean lo
mas “simple” posible; o sea, continuas, suaves y faciles de calcular. ¢Existen funciones asi?: si,
los polinomios.
La funcion lineal es un polinomio de grado 1. Luego vamos a probar de aproximar con
polinomios de grado mayor que 1, ver si con ellos el error disminuye.
Asi, dadaf y un x del Df, en lo que sigue nos ocupamos de hallar un polinomio de grado n, que
indicamos p,, tal que sicon &,(x) indicamos el error, tengamos:

f(X) = pn(X)

f(X)= pa(X) + €,(X) con €,(x) un infinitésimo para n 2> +o

Si f tiene n derivadas sucesivas y finitas en un punto X, proximo a X, se puede demostrar que
existe y es unico el polinomio de grado n que aproxima a f (x) en un entorno de x, Y tiene la
propiedad de que €,(x) > 0 a medida que aumenta n.

Ejemplo: hallar un polinomio de grado 2 que permita aproximar In 2. Estimar €,

» f(X)=Inx; x=2; %=1
(> préximo a 2, y donde se puede calcular f y sus derivadas)

» f es n veces derivable:

’ 1 " -1 " 2
f'x)==; f (X):_Z; f (X):—S;
X X X

f(n) (X): (_1)n—1 (n _1) !
Xn

» Buscamos un polinomio de grado 2, p,(x) tal que:
f(x) = pa(X)
f(X) = p(X) + &2(x) con & (x)= f(x) - pa(X)
£2(2) < £1(2) »0.31
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Un polinomio de grado 2, cualquiera sea su forma, queda determinado por 3 coeficientes. Luego, resolver
este problema implica resolver una ecuacién con 3 incégnitas.

Para que una ecuacién de este tipo tenga solucion Unica se requiere la existencia de cierta cantidad de
condiciones sobre la ecuacion; en particular, se requiere que haya la misma cantidad de condiciones que
de incognitas. Asi, en este caso, para obtener solucién Gnica tenemos que imponer 3 condiciones.

Antes de comenzar a resolver el problema, y dado que existen distintas maneras de escribir un polinomio,
conviene detenerse y buscar la mas conveniente a los objetivos propuestos.

- Pa(X) = Ao+ Ap X + Ay XP - desarrollado
- P2(X) = Az (X =X1). (X =X2) - factorizado
- pa(X) = Ap (x+ h)? + k -> en forma candnica

- p2(X) = a, + ag (X- Xo) + ap (x- xo)2 -> segun las potencias de (X-Xo) ;
a partir de dividir el polinomio en
forma sucesiva por dicho binomio.

El polinomio buscado es aquel que mejor aproxime a la funcién en un entorno de x,, luego la
forma del polinomio més practica para nuestros objetivos es la Gltima.

Partimos entonces de pa(X) = a,+ a; (X- Xo) + @ (X- Xo)?,

fijamos 3 condiciones y trabajamos para hallar los coeficientes a,; a1y a;.

Condiciones sobre p,(x):

P2 (Xo) = T (Xo) = que ambas curvas pasen por Py (Xo; f (Xo))
(S)< p2 (Xo) = f'(Xo) = que ambas curvas tengan la misma rectatg en P,
P2 (xo) =f7(Xx,) = que ambas curvas tengan la misma curvatura en P, |

Derivamos el polinomio, lo calculamos en x,_,reemplazamos en (S) y resolvemos:

P2() = 80+ ar (X Xo) + 8 (X-Xo)2 = Pa(o) =@ | 2 = T (Xo).
P2 (0 = a5 + 28, (X- Xo) = pr)za O a= 1 (x)
gpzu(x) =2a = P (X)=2a, 2a, =17 (xo)
. . fr'(Xo) 5
Concluimos que:  p2(X) = f (Xo) + f (Xo) (X- Xo) + — (X- Xo)

Xe=1 > ()= (1) + (D)6 + 1) 1y

Xx=2; fx)=Inx 2> p2(2)= 0 + 1.(2-1) + (_21) (2-1)2:0.5

In2 % p,(2) por aprox. cuadratica R In2 % 0.5

€,(2) = |0.5 - In2|
€,(2)=]0.5 -0.6931| =0.19331 = 0.19

calcul: In2~ 0.6931

Y verificamos que, €,(2) < €,(2) =0.31
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Pero también verificamos que €, es todavia muy grande; mas aln, que con este error estamos
muy lejos de tener una aproximacion aceptable (€ < 0.01) de In 2.

¢Qué podemos hacer? : buscar un polinomio de grado 3.
Buscamos un polinomio de grado 3.

P3(X) = @+ a1 (X- Xo) + @z (X- Xo)? + Az (X- Xo)° |_—@_:>(; a,; a;; a; az?

Si queremos solucion Unica, necesitamos 4 condiciones.

Sin dudas debemos seguir pidiendo que ambas curvas pasen P3 (X)) = T (Xo).
por P, ,que tengan igual rectatg e igual curvaturaen P, . (S) | ps(x) = F (X)
Tenemos asi tres condiciones, falta la cuarta. Ya no hay .. .
argumentos geométricos a la vista, de modo que acudimos a Ps”" (%) = 7 (%)
la “intuicion razonada”. Asf, y dado que la secuencia Ps” (%) = F 777 (X0)
funciond para el p,, lorazonable parece pedir que las

derivadas terceras, coincidan en X,.

Derivamos, calculamos en X, , reemplazamos en (S), resolvemos y obtenemos;

( a, = T (xo).
a = f,(xo)
() § &= ")
2
a3 _ f"'(xo)
- 2.3

Concluimos que:

P00 = F0)+ 10 0 + 1o o+ TCO) oy

y se pude probar (no lo hacemos) que €3(2) #0.14 < g,(2) < &€1(2)

O sea que al aumentar el grado del polinomio en una unidad, el error disminuy6 en solo, 5
centésimos !'! y seguimos por lo tanto sin cumplir el requisito de € < 0.01

OBSERVACIONES:

Si bien el error disminuye al aumentar el grado del polinomio resulta claro que lo hace en forma muy lenta
y que, en consecuencia, el polinomio que aproxime la funcién con € < 0.01 tendra que ser de grado muy
grande; por ende, muy grande también el trabajo para hallarlo por este camino. Se trata entonces de ver si
podemos generalizar lo hecho hasta aqui, hallar una expresién genérica para el polinomio de aproximacion,
la cual facilite y posibilite el trabajo.

Asi, si observamos el caso de los polinomios de grado 2 y grado 3, detectamos que existe una “regularidad”
en la forma en que se van generando los coeficientes. Efectivamente, a poco que prestemos atencion,

€ 9

vemos que para ‘“n” genérico:

a, = coeficiente del término de gradon= ———=
n!

£ (xo)
I
(n!=123....n, factorialden)

Los polinomios cuyos coeficientes tienen esta forma se conocen como polinomios de Taylor
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4.12 Polinomio de Taylor

Dada f "n-veces derivable™ en X, ; los polinomios de Taylor aproximan a f(x) para todo X en
un conveniente entorno de X, Yy se puede demostrar que el error disminuye al ir aumentado el
grado del polinomio. O sea:

Polinomio de Taylor de f, alrededor de X,.

fur( X

a0 = )+ £706) G x) + (X))

e f(x) ® pn(x)
® f(x) = pn(x) + €n(x) > Formulade Taylor con resto ; € = error 6 resto de orden n.

® En(x) =f(xX)- pa(x) 'y lim €n(x) =0
n—o +oo
n [pn(x) Pa(x) (para f(x)=1In x ; X,=1)
1 [pa(x) = f(Xo) + f(Xo) (X-Xo) pi(x) = x -1
2 [Pa(x) = P1(x) + £7(Xo) (X-Xo)* P2(X) = (x-1) — Y2 (x-1)*
2!
— f'”(Xo) 3 — 1 2, 2 3
3 |pa(x) = pa(x) + T Pa(X) = (x-1)- %2 (x-1)" + & (x-1)
£(4) (x _
4 1pa(x) = pa(x) + % (x- x0)* | Pa(X) = pa(X) + % (x-1)°
£5)(x
51Ps(x) = Pa(x) + 5(, 0 (4 x| psx) = p4(x)+% (x-1)°

(*) en este cuadro vemos como el trabajo se puede sistematizar ya que cada nuevo
polinomio se puede obtener del anterior agregando un nuevo sumando cuya
expresion general es:

(n)
f (X,)

(x=x,)"
n!

% ¢Podemos ahora resolver el problema que dio origen a todo este desarrollo?
O sea, ¢aproximar In2 con €< 0.01 usando un apropiado polinomio de Taylor?

Polinomios de Taylor para f(x)=In X ; X,=1

n | pa(x) (desarrollado) p.(2) €n(2)

1 (pi(x)=x-1 p:(2)=1 & 0.31
2 [pa(x) =-% x?+2x-1.5 P2(2) =05 X 0.19
3 |pax) = 3 x*- 3 x®+3x- U ps(2) =0.833 | = 0.14
4 |pa(x) = -025x*+1.33x°-3x"+4x-2 p4(2) =059 | = 0.10
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Vemos que si bien pudimos sistematizar el calculo, por este camino (construir el polinomio, calcularlo en 2
y estimar el error) estamos muy lejos de alcanzar una aproximacién con el error solicitado. No queda otra
que acudir a la teoria, donde tenemos el siguiente resultado

Forma de Lagrange del Error

Si f es una funcion con derivada de orden n+1 en todos los puntos de un entorno de X, , entonces
dado un punto x de dicho entorno, existe un punto “c” entre X, y X tal que si p, es el
polinomio de Taylor de f alrededor de X,, entonces:

f(n+1)(c)
(n+1)!
Forma de Lagrange del error

f(x) = pa(X) + €n(x) con | &,(x) = (x=x,)"*1

Si f ™V es acotada en un entorno de X, , entonces la forma de Lagrange del error permite
establecer en forma rigurosa una cota para el error absoluto. También facilita la basqueda del
“n” para que el error sea el requerido para el caso.

Asi, y por gj., al aproximar In 2 con el polinomio de Taylor de grado 4, obtuvimos:

e (4)
f 3(!1) (x- 1)% + 7@ 7 !(1) (x- 1)*

Pt = 1)+ 1D (- 1)+ =8 (x- 12 +

(5)

Luego, f(X) = pa(X) + €4(X) con €4(X) = 1’-(55)((|:).(x—1)5 , 1<c <2
(%)

f(2) = pa(2) + €4(2) con €4(2) = f(55$.(2—1)5 , 1<c <2
(5)

In 2 = p4(2)=0.596 con  €4(2) = % , 1l<c <2

Acotamos el error cometido al aproximar con p,
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Calculamos la derivada quinta de f, acudiendo a la expresion general .

5 O ()= (-1)* at_4
C5 C5

f(n) (X)= (_1)n—1 (n - 1) ! n
Xn

Reemplazando en la formula del error:
41

LRICINI
| 5! || 5!

1|
55|

41
51¢®

; 1<c <2

lea(2)] =

El valorde “c” es “desconocido” , luego no podemos “calcular” el error.
Si lo podemos “acotar” dado que sabemos que “C” esta entre 1y 2:

1<c <2 » ¢c>1 = }<1 = i<1
c C5

Luego: |84(2)| = 5% < % = |84(2)| < %= 02 = |84(2)| < 0.2 (ynocumple
c

lo pedido)

> Buscamos un_ “n” para el cual pn_aproxima In2 con €& <0.01

f(n+1)(c)

= _ n+1
&) = i X %)
=D (!
Xo=1 €n(2) = c" (2-1 n+l — (—l)n
X=2 n( ) (I’]+1)! ( ) (n+l).Cn+l
_ 1 1 i 1 1
= |en(2)| = 1D o <1 (pues CnT<1) = |e4(2)] <

I'e A : [{3%% 2] 1
Asi, nuestro problema estara resuelto si encontramos “n” tal que, 1 < 0.01.
n+

Buscamos “n”: «—— < — & n+l1>100 <<~ n>99

Conclusién: un polinomio que permite aproximar In2 con £<0.01 es el pigo

Pio(2)=0.698164507991 = In2 =~ 0.698164587991° con € <0.01

(‘aproximacion del In 2 obtenida con un software).
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4.13 Ejercicios

PARTE 1- LADERIVADA Y EL “ESTUDIO DE FUNCIONES”.

|- TEOREMAS DE ROLLEY LAGRANGE:

1. Indicar si se cumplen las hipétesis del Teorema de Rolle. En caso afirmativo, hallar el o los
valores de “c” que verifican la tesis.

a)f(x)=x2 -2x+2 en [0; 2] b) f(x)=x* —2x+1en [-2;2]
2 2
_JX  —2<xxl _JX ; —2<xxl
C)f(x)_{x - l<x<4 d) F(x) {ZX © 1l<x<4

2. Hallar el o los valores de “c” del T.V.M. de Lagrange. Ilustrar con un grafico.

a)f(x)=+x-1 ; [1;5] b) f(x)=x2 =3x ; [1;4]
o) f(x)=In(x) ; [;e] d) f(x)=sen x . [0;]
e)f(x)=senx ; [0;3n] f)fx)=x2-2x+1 ; [1;2]

3. Dada f(x)=3x2 en[-1;1] calcular f(1), f(-1) y f’(x).

¢Se anula la derivada en algun punto del [-1;1]>.
El resultado obtenido, ¢contradice el Teorema de Rolle? . ¢ Porqué?

Il - REGLA DE L’HOPITAL:
4, Calcular:
_ X2 -4x+3 _ sen(x%eX) : X
) lim ——— h) fim ——— 0) lim In(sen(2x))?
x—3 2Xx“ -13x+ 21 x—0 X x—07"
b) lim — i) lim x2.Inx p) lim (1+senx)®'9
t50 1-e°t x—0 x—0"
4
X" -4x+3 . 3 1
0) lim ———° D olim xsen) 9 lim ()
x—>1~  (x=1) X—>+00 X x—0 X
1
2-X-24/1-X 1 .
d lim ———— k) lim eXarctg(=) 1) lim x*1
X—0 sen X X—>+00 X x—1*
In cos 6x 2 1 1
e) lim ———— ) lim x* ) lim ( ->)
x—0 Incos3x X0t x50t SENX X
senx X
e - 1 1
) lim —————  m) lim (4x)°*" 0 lim (- -—)
x—0 X x—0" xott X x% _x
2-x).e *=x -2
) lim (2-%) 3 n) lim (x-senx).nx u) lim (e*- x)
x—0 X x—0" X—>+00

V lim  (x-Inx)



319

111 - ESTUDIO DE FUNCIONES:

5. Graficar las siguientes funciones e indicar, leyendo del grafico, los intervalos de crecimiento
y decrecimiento de cada una de ellas. Luego, controlar las respuestas dadas acudiendo al
criterio de la derivada primera.

a) f(x)=Inx b) f(x)=4*

0) f(x)='x2 d) f(x)=senx; xe[-2r; 2n]
e) f(x) = (x -2)7 f) f(x)=(x—2)®

g) f(x)= (x+3)Xx-3) h)f(X)=(%)X

i) f(x):1+% i) 0 = -)§<_+41

6. Dada f(x)=(x-2)°+8 se pide:

a) hallar g, inversade f. Graficar f y g en un mismo sistema e indicar,
leyendo del grafico, intervalos donde f y g sean estrictamente crecientes.

b) Derivar f y g y corroborar lo afirmado en (a) aplicando el criterio de la
derivada 1ra (donde sea posible) o la definicion de estrictamente creciente.

¢) Indicar V 6 F, justificar la respuesta:
c1) “f derivable y estrictamente creciente en Df = f (x) >0, V xeDf”.

c2) “f derivable en Df , f" continuaen xo y f'(xo) >0 = f estrictamente
creciente en un entorno de Xo”

c3) “f biyectiva, estrictamente creciente, derivabley f (x)=0 en Df =
g, su inversa, es estrictamente creciente en Dg ”.

aplicar luego los resultados tedricos que correspondan al caso).

7. Sea g lainversade f con f(y) =y’ +y°+17 Analizar si g esta estrictamente creciendo (0
decreciendo) en un entornode X,=f(Yy,) con y,=19.
Informar por escrito el método o forma como concluye su respuesta.

8. Trazar la grafica de una funcién que tenga las propiedades enumeradas en cada item. Indicar
los intervalos de crecimiento y decrecimiento:

a) Tres méaximos relativos, minimo absoluto y cinco puntos donde alcanza el minimo
absoluto.

b) Dos puntos donde alcanza el minimo absoluto, ningin méaximo.

c) Seis minimos relativos, maximo absoluto y dos puntos donde alcanza el méximo
absoluto.

d) Seacontinuaen R, tenga cuatro ceros, no tenga maximo absoluto y
y tenga minimo absoluto igual a - 6. ¢Puede expresar laley de esta
funcion por medio de una ecuacion?. Si?. Cuél?. Porqué?.

e) Sea continua en R, tenga cinco ceros, no tenga maximo ni minimo absoluto
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y tenga minimos relativos positivos e iguales . ¢Puede expresar la ley
de esta funcion por medio de una ecuacion?. Si?. Cuél?. Porqué?.

Secuencia sugerida para el estudio de una funcion:

1- Dominio de la funcion. Dom. continuidad. Dom. derivabilidad
2- Intersecciones con los ejes coordenados

3- Propiedades: paridad, signo definido, periddica, etc.

4- Limites y asintotas

5- Intervalos de crecimiento y decrecimiento

6- Extremos relativos y absolutos

7- Intervalos de concavidad y convexidad

8- Puntos de inflexion

9- Gréfico

10- Imagen

Nota: La secuencia dada es una enumeracidon de todas las cuestiones a analizar y/o determinar al
“estudiar una funcion” para graficarla. Es una> simple “ayuda memoria” de las cosas a hacer, y si
bien estan presentadas en wun cierto “orden” esto obedece a razones puramente “literarias” y no
“matemdticas”; es decir, no es “indispensable” seguir este orden.

9. Para las funciones “elementales” que se indican a continuacion, se pide hacer un “bosquejo”
de su gréfico, “sin acudir a la derivada”; o sea, teniendo en cuenta s6lo (1-2-3 y 4) de la
secuencia para graficar funciones. Indicar luego, y leyendo del gréfico, si tienen maximos y
/o minimos relativos. Finalmente, verificar las respuestas acudiendo, si se puede, al criterio
de la derivada enésima.

a) f(x)=(x -1)° - 32 b) f(x)=x"* - 16 x* c) f(x)= (x=1)>.(x=2)
d) f(x)= % e) f(x)=|In x| f) f(x)=x"* -12x° + 48x°

10. Efectuar el estudio de los siguientes polinomios y graficar los mismos. Si el polinomio
presenta punto de inflexion a tangente no horizontal, P, , obtener la ecuacion de la recta
tangente a la curva en P, y graficarla sobre la curva.

a) f(x)=(x -1)2(x +2) b) f(x)=x* —12x3 +48x2 (17— f)
c) f(x)= x> - 20x2 d) f(x)=x3 -9x
e) f(x)=x* -3x2 -4 f) f(x)=3x> - x3
g)f(x)=x3-6x%+9x -5 h) f(x)=x® -192x+17

6 4 3
. _X° 5.4 2 ' =X X7 _3x2
i) f(x)= 5 4x +2X° +6 j) f(X) 4 + 3 3x“ +10

Nota: de ser posible, calcular las raices del polinomio. De no serlo, obtener (por
aplicacion del Teorema de Bolzano) un intervalo donde se encuentre la raiz (si existe).



11. Efectuar el estudio de:

_ 1 8 .6
a) f(x)=16 X+ 5 b) f(x)_X73+;
c) f(x)=x. Inx d) f(x):”‘TX
e) f(x)=sen?(x) en]0;x] f) f(x)= x e*”
1
9) f(x)=—% h) ) =1n|x| i) fo)=ex

X< +1

i) f(x)=x+%en x ;D=[0;x ]

_x?2 1
k) f(x)=e* f(x) =
) f)=e m) f(x) o
n) f(x)=x2-Inx 0) f(x)=x3 (x2—2x—6)
2 _a-ax? .
)=~ X"+ X+2 q) f(x)=e — i)a>0
p) f(x) (x-1)? Do

12. Siendo x = x(t), los siguientes graficos corresponden a x’(t).

A partir de ellos hacer el estudio de x(t) y luego graficarla.

a .
S%X' b) 1,5‘
) X (1) 1 (1)
0,5
1 T o »T
3 2 0.5P 12 t
T T T 4" 1
0 1 2 3 t 15 x(0)=2
x(0)=3 '
c) os hx d) A X’
0 " - - - o
0,5 1 15 2 t b
o5 N
1] S 1/2 3 4\i5
1,5 A

x(1) =3, x continuaen t, =1 X(3)=4,
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méximo absoluto de f en [a;b]. Analizar e interpretar el diagrama; luego
construir uno similar para la bdsqueda de m =minimo absoluto de f en [a;b].

Calcular f(a) y f(b)

\4

Calcular f’(x)

¢Existe X e(a;b) / £°(x) =0?

@‘D/ no
(1) Hallar Xg, X2, Xa,.. Xn ;

raices de f’(x) =0. M es el mayor
entre

(2) M es el mayor de
f(a), f(b), f(X4), f(X2), F(X3),..., F(Xn). f(a) y f(b)

14. Si existe x* e [a;b] tal que f no es derivable en x*, el diagrama para la busqueda de
extremos absolutos del ej. 18, ;es valido?. ;Porqué?.

15. Hallar los extremos absolutos de:

a)f(x)=x%+3x% en (i) -4;%} d) f(x)=x+sen x en [0; 2x]

(i) [-4;2]
2
_El 3 oy
(iii) { 2,2} e) f(x)=x en [-1;8]
1 1 X5 4,0 .
b)f(x)_; en [5,4} f)f(x)_? 7 +2x°+6 en [-3;4]
x4 x3
c)f(x)=[x-14 en [1;3] g)f(x):T-? -3x%2+10 en [-2;5]

IV - PROBLEMAS DE EXTREMOS ABSOLUTOS:

En lo que sigue el objetivo es aplicar la derivada al estudio del comportamiento de expresiones que
modelizan la situacion o proceso que estamos estudiando, expresion sobre la que tenemos uno o
mas interrogantes (crece?, tiene maximo?, minimo?, donde crece més rapido?, etc...). En general

hasta aqui).

Dado que los extremos de una funcién con dominio en un intervalo cerrado y acotado [a; b]
pueden resultar valores que no estan en dicho dominio; es de suma importancia determinar y
escribir en forma clara y destacada, el dominio natural de la funcién. (la existencia o calidad de
un extremo depende de dicho dominio).




1 6. Lasuma de dos numeros es 48. ;Cual es el valor minimo posible de la suma

17. Hallar el area maxima que puede alcanzar \

18.

19.

20.

21

de sus cuadrados?
4;

el rectangulo indicado en la figura, P(x,y)
al desplazar el vértice P
sobre larecta 2x +y = 100.

v

2x +y =100

Hallar las dimensiones del rectangulo de drea maxima que se puede inscribir en
un semicirculo de radio 10 .

Se desea envasar leche en cajas de base cuadrada, cerradas y de 1000 cm® de
capacidad. Obviamente interesa que las dimensiones de estas cajas sean tales
gue requieran la menor cantidad posible de material para construirlas.

Se pide hallar cuales son las dimensiones de la caja que hacen esto posible.

Se desea construir una caja sin tapa a partir de una pieza de metal rectangular
de 5 m. de ancho por 8 m. de largo. Para ello se recorta, en sus cuatro esquinas,
cuadrados de lado “x”. La pieza luego se dobla y se unen los bordes en forma
conveniente a los efectos de obtener la caja. ¢ Qué dimension deben tener los
cuadrados que se cortan para gue el volumen de la caja sea lo mayor posible?.

. Queremos fabricar una caja de base cuadrada y volumen V = 1000 cm® y
gueremos hacerlo de modo tal que el “costo” sea minimo. Al respecto sabemos
que el material para las caras cuesta “a” ctvos/cm? y el pegado de las aristas
cuesta “b” ctvos/cm.

a) Mostrar que C, costo total, es funcion de “x”, lado de la base; que

4000 a N 4000 b
2

C(x)= 2ax’* +8bx +
X X

b) Mostrar que el planteo de C’(x) =0 conduce a la siguiente ecuacién en X
C(x)= ax® + 2bx*-1000ax—2000b=0;

y que el valor optimo de “X” no depende del costo de los materiales. Analizar
si este resultado tiene “sentido”.

22. La “diferencia de potencial” U para una corriente alterna puede calcularse por

medio de la siguiente funcién: U=U, sen (@ t). En relacion a ella, se pide:
a) Indicar laley de la funcion para una corriente alterna cuyo periodo es 0,021.
b) hallar la diferencia de potencial maxima para la corriente del item (a) (U,>0)

c) Indicar dos instantes donde la alcance.

23. Siuna molécula del producto C se forma a partir de una molécula del reactivo A

y una del reactivo B; si las concentraciones de Ay B son iguales, [A]=[B] =a
moles/ls., entonces la concentracion de C en funcion del tiempo es

a’ k.t .
; donde k es una constante positiva.
akt+1

a) Establecer si, segin el modelo, se alcanza una concentracién maxima .

[C]=
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b) Hallar (si existe) el instante donde la velocidad de la reaccion
es maxima (dominio!!); calcular esta velocidad méaxima.

V- MAS SOBRE BOLZANO, ROLLE Y LAGRANGE:

x+1
1) Dada f(x) = o) demostrar que no existe “c” / f(2)—f(0)=2f(c).

¢Contradice esto el teorema del valor medio de Lagrange?, porqué?.

2) Dadas las siguientes ecuaciones de la forma f(x) =0, demostrar que tienen uno y
s6lo un cero real. Acudir al apoyo de gréficosy teoremas convenientes al caso.

a)) X*+x-1=0 b) x*+10x+3=0 ¢) 3x-2+cos (5.x)=0

Sugerencias:

A) Sabemos que el Teo. Bolzano permite estimar el o los intervalos donde una funcion
puede tener un cero. Pero, para aplicar este teorema debemos detectar un intervalo
donde se cumplan las hipétesis del mismo. Una forma de facilitar esta busqueda
consiste en pensar f como la suma de dos funciones cuyos graficos se conozca.
(porej.: si fx)=x®+ x—1; p(x)=x3; q(x) =x-1 entonces f=p+q).

Como f(x) =0 equivale a p(x) =-q(x), graficamos p y -q en un mismo
sistema y procedemos a buscar un intervalo dentro del cual se produzca la
interseccién de ambos gréaficos. (o sea, donde exista ¢ tal que p(c) =-q(c)). Si
lo hallamos, tenemos un intervalo donde se produce un cero de f. Para verificar
la validez del trabajo hecho aplicamos Bolzano al intervalo hallado y concluimos.

Para f(x)=x*+ x—1, verificar que existe ¢ e [0; 1] tal que p(c) =-q(c) ;
aplicar luego Bolzano en este intervaloy concluir.

B) Par demostrar que el cero hallado es unico podemos proceder por “el absurdo ”;
0 Sea, suponer que existe otro cero, aplicar Rolle, llegar a un absurdo,
concluir.

3) Demostrar que x*+4x+c=0, c eR, tiene alosumo 2 raices reales.
Acudir al apoyo de graficosy teoremas convenientes al caso. Discutir los
valores de “c” para los cuales la ecuacion tiene dos, una o ninguna raiz real.

Sugerencias: A) reconocer f(x), descomponerla en dos funciones, graficarlas,
visualizar la situacién

B) detectar la existencia de un minimo absoluto de f, concluir.

4) Demostrar que V1+X <1+%x ; Vx>0.
Sugerencia: buscar los extremos de f(x) = v1+ X - (1 +%X); concluir.

5) Si f escontinuay derivableenR, f(0)=-3 y f(X) <5 VX; ¢ quétan grande
puede ser f(2)?. Sugerencia: aplicar Lagrange enel [O; 2].

6) Demostrar que si  f(x) = arctg x + arc cotg (x) entonces f(X) = % Vxe Df

Sugerencia: mostrar f'(xX) =0 Vvxe Df, concluir.



325

PARTE 2- DIFERENCIAL Y APROXIMACION POLINOMICA

1. a) Sea y=5x>-2x*+6. Utilizar diferenciales para encontrar el
cambio aproximado en y cuando x variade 1 a 1, 03.

b) Idem para y=x"+10, con x de 2 a 1, 99.

2. a) Completar la siguiente tabla, para f(x) =x* ; X,=1

AX dyl.ax)=______|Ay=__ E=| Ay -dy |
2
1
05
0
05
-1
2

b) Graficar f y la recta tangente en P(X,; T (Xo)).
Marcar dy; Ay y E correspondiente a cada Ax. Hacer una conjetura
respecto al comportamiento de & para Ax-> 0; investigar su validez.

3. Para las funciones y puntos indicados a continuacion:
) f)=% X  x=1; x=2.
i) F0)=
X
a) Hallar el diferencial de f en lospuntos x; y X, indicados en cada caso.

;o X=1; X,=2; sepide:

b) Calcular el diferencial y el incremento de f en cada punto, para Ax = 1.

c) Encontrar el error (absoluto, relativo y porcentual) que se comete al aproximar el
incremento con el diferencial. Indicar en que punto (x; 6 X,) el error seria menos
“significativo” (importante) en relacion al verdadero valor del incremento.
(E=|E|=|Ay-dy|; E =E/dy ; Eo=100E )

d) Indicar V 6 F, justificar: “E es menos “significativo” en los puntos donde la
funcién varia a mayor velocidad”.

4. Justificar, usando diferenciales, las siguientes férmulas de aproximacion, para AXx =0

a) (1+Ax)? = 1+2Ax » aproximar (1,15)* ; estimar el error.
b) ,/100+Ax = 10+% » aproximar /106 ; /95 .

1 . . 1.1 .
C) LA = 1-AX » aproximar 15 08 ; estimar el error.
d) sen AX = AX

» aproximar, de ser posible, senoa para o= 0,01; -0,2; g; 1; 1°; 20°.

» obtener seno o con calculadora; concluir en que caso y porqué se puede
(o no) usar la formula de aproximacién indicada.

5. Leemos en un libro que laférmula V= 1+ o (t—4)? con t = temperatura en °C,
y a.=8,38.10° permite obtener el volumen V de un gramo de agua cuando la
temperatura del medio es mayor o igual a cero (t > 0°C). Al respecto, hacer un
bosquejo del grafico de V y, usando diferenciales,

a) estimar la variacién de volumen debida a una variacién infinitesimal de
temperatura (un “dt” ) cuando t, = Q0°. Idem para t,=2°; t,=4°; t,=6°.
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b) indicar que informan los resultados del item (a) en cuanto al comportamiento del volumen
de 1gr de agua segin la temperatura. (se expande?; contrae?, rapidez? ). Hacer lo
propio en cuanto a la densidad de 1gr de agua.

¢) ¢ Tienen sentido “fisico/quimico” los resultados obtenidos?; es decir, la formula hallada, ;es un
"buen modelo” de la dependencia V-t para un 1 gr. de agua sometido a una fuente de calor,
a partir de 0°C?. Si?, no?, porqué?.  Si le informan que es un “buen modelo’, en tal
caso, ¢lo usaria para calcular el volumen de 1gr de agua a 150°C?. Si?, no?, porqué? .

* Diferencial v errores :

Dada y =f(x), paraestimar &, “error absluto” en el célculode y, procedemos a:

Ay _dy _ f(x0)dx_ (%) 4
Yo Yo o f(X0)  T(Xo)

6. Se mide el lado de un cubo y se encuentra que la longitud del mismo es de X, cm. Se hace esto
con un instrumento donde & (error de apreciacion), se conoce. Este error se propaga a cualquier
calculo realizado con X, , por ejemplo al del volumen del cubo (V). EIl valor exacto de este
error se desconoce (al igual que el de x,) pero, en general y conocido €, se puede establecer
una “cotar superior” del mismo.

Si se sabe que € = £0.01 (cm), se pide entonces:

a) hallar el error absoluto’maximo” producido al calcular V con x,=3.
Indicar el intervalo de incerteza para los valores de V.

b) hallar el error absoluto’méximo” producido al calcular V con x,=10.
Indicar el intervalo de incerteza para los valores de V.

c) analizar en qué caso es mas “significativo™ el error inducido en V, por el
error de medicion en X,..

d) justificar la validez de la siguiente expresion: éTVz 3, X

(o] o

, expresar

en una oracion el sentido de la misma.
7. Estimar (acudiendo al método mas apropiado al caso), como y cuanto varia la longitud del
lado de un cubo si su volumen pasa de:

a)8cm*a812cm® : b) 8cm*a 7.88 cm® ; ) 8cm® a 27cm’.

8. Dado un cono donde r = radio de la base, h= altura del conoy h=2r ; se mide r y se
encuentra que su longitud es x, cm. Si el error de apreciacion & = +0.01 (cm),
se pide hallar el méaximo error cometido al calcular el volumen del cono usando
el valor medido del radio para X,=2 ¥y X, =5. (Vcomo = SUp. base xh).
¢En qué caso el “error absoluto” es mayor?, ¢cuando es mas “significativo™?.
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9. Cuando la sangre fluye por un vaso, el flujo @ (volumen de sangre por unidad de tiempo que
corre por un punto dado), es proporcional a la cuarta potencia del radio ‘r ~ de ese vaso. (ley
de Poiseuille). Una arteria parcialmente obstruida se puede expandir (aumentar su radio) por
medio de una operacion llamada “angioplastia”. Nos preguntamos entonces: ¢como afecta al
flujo de sangre un aumento del 5% en el radio? ¢alcanza a los efectos de normalizar el
flujo si para ello hay que aumentar el mismo alrededor de un 35 % 7. Si no alcanza, hallar en
cuanto hay que aumentar r.

—_ 4 .
® =k r" — » Aumento relativoen r:  dr/r
ddo  @".dr
» Aumento relativo de flujo: 52 o T (completar)...........
*Vemos que el aumento relativo en el flujo es alrededor de ............ el aumento relativo en r
* Equivalentemente, el aumento porcentual del flujo seria alrededor de ............... el aumento

porcentual del radio.
Luego, paraun aumento porcentual del radio del 5% se tendra una aumento del flujo de
aproximadamente un ..........c.ccoceeevnernnes .

pn(x) : polinomio de Taylor de grado “n” de f alrededor de X.

Pa(x) = F (Xo) + T (Xo) (X- Xo) + £ (Xo) (X- Xo)? +.nvreen. + 1 M(x,) (X- Xo)"
2! n!

® f(X) =~ pn(X)
®  f(X) = pn(X) + €4(x) > Edrmula de Taylor con resto ; € = error 6 resto de orden n.

b 8n(X) =f (X) - pn(X) y lim &(x)=0

n—+o
f(n+1)(c)

o &)= ——2.(x=%X,)""' > Forma de Lagrange del error
(n+1)!

(“c” entre Xo Yy X )

16. Para cada funcion y punto indicado a continuacion,

a)f(x)=senx ; %X =0 b) g(xX)=cosx ; X,=0
c)hX)=In(x); x=1 d) k(x)=log (x); %=1
se pide dar:

a) la aproximacion lineal de f en X, (recta tangente 6 pi(x))
b) la aproximaciéon polindmica correspondientea n= 3  (ps(x))
¢) unvaloraproximadode f(0.1); g(0.1); h(15 vy k(1.5);
acudiendo a la aproximacion lineal y al ps(x) .
Verificar si la aproximacion mejora.

17. Hallar p,(x) para f y X, indicados .

a) f(x) = - %x4+ %x3-3x2+4X—2 X=0; %=1

b) f(x) =senx ; X, =0
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) fx)=e®*; x=0

1
d) f(x) = Ty Xo=0

Sugerencia: recurrir a las formulas para la derivada enésima de f (Pract. 3, €].10):

a) fX)=an X"+ an X" 4. +ax+a > fOx=nla,

b) f(x) = sen x 5> £ (= sen (x+n )
o) f(x)=e** > fW = k"e
d) f(x) = % ( verificar que ) S5 W= (1) (1+2;n+1

18. Sea f(x)=e”*
a) Hallar pn(x) para %x,=0
b) Calcular el valor aproximado del numero “e” usando
i) aproximacion lineal
ii) polinomio de Taylordegrado2; 4 y 6.
¢) Acudiendo a la formula de Taylor, hallar “ e ” con 7 cifras decimales exactas.

f(n+1)(c)

(= hallar “n” tal que el error, €,(1)= ()™ <% 10®, 0<c<l).

(n+1)!
(Sug: acotar c y e por el entero mas proximo, tener en cuenta las sgtes tablas)
n n! n n!

K 7
4 24 - 11| 3.99410
S 120 L 8
h & 720 " 12 [ 4.79L18
o L
r 7| Sede i 9
5 4 " 13| 6.22118

.
P 8|4.83%10 = 18
- - " 14| 8.71410
P 9| 3.62410 K 2
B 6 5 15| 1.30L10
" 10 | 3.62410

19. Si f(x)=e* ;se pide:
a) Hallar p,(x); polinomio de Taylor de grado 2 de f en un entorno de x,=0.
b) Si q (u) = po(u?), obtener laley de q e indicar V6 F (justificar respuesta):
i) q esun polinomio de grado 4.
ii) si g(u) = f (u?) entonces q es el polinomio de Taylor de gr. 4 de g en uy="0

20. Sea f una funcién dos veces derivableen R y tal que 7 (x) >0, Vx e R.
Demostrar que, en un entorno de x,=0 la recta tangente a la gréficade f en
P, (0; f(0)) se encuentra por debajo de dicha gréfica.

(Sugerencia: acudir a la Férmula de Taylor con resto y a la forma de Lagrange del resto)
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4.14 Ejercicios de aplicacion

1. "Medicién Indirecta
En la vida real se presentan muchas situaciones en las que se necesita hacer estimaciones sobre una
cierta variable que, por alguna razén, no admite ser medida en forma directa (por ejemplo un angulo de
refraccion). En estos casos se miden y calculan valores relacionados con la incdgnita (por ejemplo, el
seno del angulo) y finalmente entonces, por medicién indirecta, se obtiene una estimacion de la
misma.

Asi, porejemplo, si y=1(x); Yo" ¥ "X, los valores “estimados
(yo por medicién, x, por calculo a partir de y,)
‘e, y "€’ los respectivos errores de estimacion, tenemos entonces que:
"Vreal =YoE &, " Xrpeal = Xo £ &
y el problema a resolver es: estimar "€ conociendo un valor maximo para "€’

Haciendo €,=Ay , &,=Ax Yy acudiendoa diferenciales :

Ay N sy

Ay = dy=F"(X,).AX > AX~ —— —
v x et rx,) "7 (x,)

Problema: A los efectos de estimar un angulo de reflexion a se realizan una serie de
mediciones al efecto de determinar y =sen a. Finalmente se encuentra que y, =0.5cm. Si
el error de medicion es &y =+0.2  dar una estimacion del error maximo cometido en la

determinacion de a.

= A ,
Yom OS] » y=sena >y =cosa

1 » Yo=3%eNd, =05 2> o= e, (en radianes 1)

(*) En este problema queda claro la influencia e importancia de los errores de medicion Vemos en el
mismo como un error maximo de ............. mm. en la medicion de los catetos determina un error maximo de
aproximadamente ................. grados en la estimacion del &ngulo. Vemos también como para apreciar el
error conviene expresar los angulos en grados, cosa que no podemos hacer para calcular. (realice los
calculos con el angulo en grados y compare los resultados!!!).

2. Unamasa M sujeta a un resorte se pone en movimiento bajo la accién de una

fuerza F. La funcién de posicion para M en cada instante “t” y respecto a su
posicion de equilibrioes: x=sent+cost (t=0)

ll

Im] P
| B | F

/O X (1)

v

Posicién de equilibrio o reposo
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a) Asimilando la masa M a un punto, establecer un eje de referencia conveniente al
caso, completar la siguiente tabla para x = x(t) con x(t)=sent+cost vy

representar sobre dicho eje 1la “trayectoria” de M desde t=0 hasta t=5 % :

(%) (Z) (3%) T 5% 3 77X 2w 9% g

t 0 0.78 | 1.57 |2.36 |3.14

X J2 0 -1

b) Describir el movimiento de M analizando para ello la trayectoria y el
comportamiento de la funcion de posicion para t - +oo (indicar con qué
caracteristica fisica del movimiento relaciona este resultado) .

c) Graficar x = x(t) en un sistema cartesiano X-t.
(Sugerencia: expresar la funcion de “otra forma”; acudir para ello a identidades
Trigonométricas. Es decir, hallar Ay a / x()= Asen(t+ a)).

d) Hallar el desplazamiento maximo, dy, de la masa como accion de la fuerza F.
Nota: el “desplazamiento maximo” puede darse tanto a izquierda como a derecha
del punto de equilibrio pues, desp. =|X—01.)

e) ¢En qué instantes alcanza el desplazamiento maximo? Dar al menos cuatro.

f) ¢ Existe una funcién con la cual, conocida la posicion de la masa, se puede calcular
el tiempo que hace que la misma se estd moviendo ?. (¢ g? / t=9(x)).

Por ejemplo, si nos informan que x = \/E; ¢alcanza este dato para determinar el
tiempo que hace que la masa se estd moviendo?.

¢ Y si nos dijeran que x = V2 y la masa pas6 dosveces por su posicion de

equilibrio?, podriamos decir cuanto hace que la masa se esta moviendo?.

3. Cuando se dispara un proyectil desde el origen (O), la “trayectoria” del
mismo es una parabola de ecuacién:

2

16
y=mx - V—2(1+m2).x : Osea y =f (X), con:

X = desplazamiento “horizontal”(v.i.)

y
A . .
y = desplazamiento “vertical” (v.d.)
= O > v, = vector velocidad inicial
g V " 0.‘ -
0 *, Vo =(Vox ; Voy)
N Q > V,= médulo de v,
L a\ 5 Vo= Vgx"' V(Z)y
(@) X s
> Mm=tg a; a=angulo v,V ejex.
v
tg o= ﬂ
VOX
>9=(0;9)

vector aceleracién de la gravedad
g=-32 (pies/seg.)
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La ecuacion cartesiana para la trayectoria del proyectil se deduce a partir de las ecuaciones
paramétricas del “tiro oblicuo”, las que se obtienen en fisica, de acuerdo a los principios de la
cinematica. Estas son:

X=X,+V,,.t X=V,,.t 4 _
{ o (x0; yo) = (0 0) \{ o ] - v,

~

2 2
Y=Yo+ Vo t+3at p— Y=V .t-16.t

v

a) A partir de las ecuaciones paramétricas deducir la ecuacion cartesiana de la
trayectoria.
(Sugerencias: despejar t de la ler ecuacion.; reemplazarla en la 2da. Multiplicar y dividir

por vg donde convenga).

b) Demostrar que la altura méxima, yy , alcanzada por el proyectil es:
_ m2.v§
64(1+m?)

Indicar cual es el desplazamiento horizontal cuando el proyectil alcanza Yy

Ym

) Indicar V6 F, justificar:

13 H H Lst . m V(2) 2

el desplazamiento horizontal maximoes: Xy = —
16.(1+m*)

d) Ambos valores yy y Xu , como era de esperarse, dependen tanto de “m”
como de “v,” (en definitiva, de v, ).

Tenemos asi que ym ¥ Xm son funciones de dos variables.
Para estudiar como incide v, sobre estos valores, te pedimos que estudies el

comportamiento de las funciones que los definen, dejando v, constante; o0 sea,
tomando yuy Y Xum como funciones de “m”: yy=p(m) y Xu=q(m).

Estudiadas las funciones p y q por separado (maximos, minimos, limites para
-z . - V3 e
m > oo ; relacion cona, qué pasasi V=0 (a = 5); O0Vey=0..)

te pedimos que, usando los resultados obtenidos, analices y describas que pasa
con las trayectorias a medida que m—> oo ; 0sea, qué pasa con el movimiento .

Para hacer este analisis te sugerimos:
1ro) reflexionar acerca del enunciado del problema; es decir, si v,=cte, ¢ puede

v, tener alguna incidenciasobre yy Yy Xu?, porqué ?.

2do) Acudir al apoyo “grafico”; o sea, graficar algunos casos para orientar el
analisis, la obtencion de conclusiones y, fundamentalmente, el informe de
las mismas. (ver graficas).

Para ayudarte en este paso, a continuacion te presentamos graficas que representan la
trayectoria de un proyectil lanzado siempre con la misma rapidez inicial (v, = 4 ), pero con
distintas inclinaciones (distintos “m”). Enumera las trayectorias (t;; tp; ....;ts; t7..) y relaciona
las mismas con valores crecientes de “m” 2 0<mM; < My ... <Myy=1<Mg<m; <.... (sin hacer
cuentas !!, usando los resultados hallados !!)




332

— (x=p)?

20'2

4. La funcion f(x) = se presenta en probabilidad y estadistica 'y

1
—— e
oN2rx
se llama “funcion de densidad normal”. Cada parametro que aparece en ella tiene

una interpretacion concreta en la préctica, p se conoce como “media” y o
como “desvio estandar”. Para simplificar el estudio de esta funciéon procedemos a
tomar un caso particular (u=0) y a “cambiar de escala” de tal modo que se

elimine el factor 12 . Se pide entonces:
on T

%2

a) Hacer el estudio completo y graficar la funciéon f(x) = e

20'2

b) Indicar que papel juega o en laformadelacurva? Y p ?2.

5. Crecimiento restringido.

Si se estudia el crecimiento de una poblacion P a partir del supuesto de que su razén de crecimiento es
proporcional a la poblacion presente ( P* = k P ) se demuestra que en tal caso la funcién que modeliza el
crecimiento es una exponencial. Retomamos ahora esta cuestion pues la funcion exponencial tiene un
crecimiento, jexponencial!! (es la que més répido crece entre las funciones elementales) y este hecho no
representa el comportamiento “real” de una poblacion. Cualquiera sean los individuos que constituyen una
poblacién, existe un momento en donde el crecimiento de la misma comienza a declinar pues existen
factores que comienzan a inhibirlo (falta de alimento, espacio, epidemias, guerras, etc.) Asi, con el tiempo,
el modelo exponencial deja de ser una buena representacion del fenémeno. Estudios experimentales con
distintas poblaciones indican que estas tienden a un valor M (poblacion de equilibrio), valor en el que se
mantienen con el paso del tiempo si no se modifican drasticamente las condiciones del sistema.

Se concluye asi un modelo mas apropiado para el crecimiento de una poblacién, el cual es:

dP
(1) T k.P.(M=P) ; k y M constantes positivas;
M = P¢ (poblacion de equilibrio)
a) Expresar en palabras que informa esta ecuacion en cuanto a la razon de crecimiento
de P, en cada instante “t” .

b) Si por poblacion estable entendemos una poblacion que permanece constante en
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el tiempo, o sea P(t)=c Vvt >20; ¢cual seria el valordec?.
( Sugerencia: pensar ;¢ aque velocidad varia P ??)

c) ElI comportamiento de la poblacion depende de la poblacién inicial, P,,y puede
ser deducido de la ecuacion (1) adn cuando no conozcamos la ley de P.

Asi, te pedimos que teniendo en cuenta ( 1) completes las siguientes afirmaciones:

(considerar que ?TI:(O): k.P(0).(M-=P(0)))
.. dP :
ii) E(t) es continua entonces por el teorema de .........cccovvierennininieinnnns :

P
para todo t proximo a cero, (ji_t(t) ..... 0,

con locual la poblacion .........c.ccccoeveeieneaee. (crece o decrece?)

P
para todo t proximo a cero, c(jj—t(t) ..... 0,

con lo cual lapoblacion .................. (crece o decrece?)
M .P, M

d) Demostrar que P(t) = =
Po+(M—Py). ™™t 14 (Mg —1)e MK

verifica la ecuacion (1).
A esta funcion que aparece en muchos fenémenos bioldgicos y quimicos, se la

conoce con el nombre de “ecuacion logistica o de saturacion”

Completar: i) Si P,= M entonces P(t) = .....cccceceenne. vVt >0
i) VPo, lIMP(t)= .
t—o0

e) Si P,>M/2 elgraficode P no presenta punto de inflexién, mientras que si
P,<M/2 la curva presenta un punto de inflexién para un Gnico t>0.

El instante en que se produce este “punto de inflexion” la poblacion es
exactamente la mitad de la poblacion de equilibrio.

* El grafico que se adjunta corresponde a la situacion en que P,< M/2 ; evallay
marca enel mismoP, ; M ; M/2 y el punto de inflexién que segun te
informamos existe en este caso.
Describe luego el comportamiento de la poblacidon que describe este grafico,
particularmente que pasa con la velocidad de crecimiento con el transcurso del
tiempo, que indica al respecto el punto de inflexion.
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* Grafica en el mismo sistema la funcién P = P(t) en el caso que P, = M.

110
100 - -
90 P ]
80 v
70
60
50 ,/
40 /
30 /
20 /
10
e,
2 e 28 30 4|p Se 60 70 slp 92 102 11@ 120 130
NOTA:

La grafica anterior es la forma tipica que toma la ecuacién de crecimiento (decrecimiento) (1) 6
ecuacion logistica cuando P,< M /2. Esta ecuacion modeliza muchos otros fendmenos ademéas
del crecimiento de una poblacion, entre ellos la propagacion de una epidemia o la
concentracion del producto en ciertas reacciones quimicas.

5. Una persona en una cierta poblacion, P*, contrae una enfermedad infecciosa de la cual son
susceptibles de contagiarse todos los miembros de la poblacién. Si con i(t) indicamos el
namero de personas infectadas hasta el instante “t”, con s(t) el nimero de personas aun no
infectadas hasta ese instante; o sea,

. . ds .
i (t) +s(t) =P*;entonces en tal caso se tiene que m = Kk.s(t). i(t).
Se pide:
a) Expresar en palabras que dice esta ecuacion. Mostrar que esta es, en esencia,
la ecuacion (1) del problema 4 (expresar la ecuacion con soélo la funcion s).

b) Discutir el signo de k para que la ecuacion modelice efectivamente lo que

[P

pasacon s

c) Dar formula explicita para s(t). (tener en cuenta la solucion dada en el
problema 4 para ecuaciones del tipo (1) )

d) ¢Qué pasa con s(t) a medida que pasa el tiempo si no llega asistencia
sanitaria; o sea, Si no se controla la epidemia?. Como “estima” esto?,
tiene sentido el resultado obtenido ?.



6. Dada fxX)=AXx*+Bx* +Cx+D con A#0 ; Df=R:

a) ¢Qué condiciones sobre A, B y C determinan que f sea estrictamente creciente?.

b) Demostrar que cualquiera sean los coeficientes, f siempre tiene punto de inflexion.

c) Demostrar que f puede tener dos, uno o ninglin punto critico; hacer un bosquejo del
grafico de f para cada caso completando el cuadro de “graficos” para A>0 ; B< 0.

Resumir en palabras, y en orden al nro de ceros de f, todas las situaciones que se
(Sugerencia: en el caso de ser posible, “factorizar” f puede ayudar )

f(x)=0 X1 # X2 (reales) X1= X2 X1 # X2 (complejos
) M
Graf. X~ X2 XE X1=X7 N
A A A
Graf. f~ c=
A i A A
Graf. f > > >
(Concluir
sobre los i
ceros de ) Graficar la recta tg Graficar la recta tg
Graficar los 5 casos posibles: Graficar 3 casos posibles [Graficar para
1-2) 0 < f(Xm) <f(xm) [1*%) f(x1)> 0. 1=) f(x,)>0.
3) f(Xm) < 0<f(Xnm). 2) f(x1)=0 comparar con
4-5) f(xm)<f(xm) <0 |3) f(x1)< 0. (1*)

7. Mostrar quesi f(x)=Ax®*+Bx* +Cx+D con A#0 tiene tres raices reales
y distintas X;, Xp, X3, entonces la abscisa del punto de inflexion es:

Xp =

X1+ Xy + X3

3

Sugerencia: derivar la forma “factorizada” de f';

o0sea, f(xX)=A (X-X1) (X-X2) (X-X3).

8. Hallar f(x) = Ax®*+Bx* + Cx+D ygraficarlasi se sabe que tiene un

maximo relativo en x=-2 con M, =10 y un minimo relativoen x =1 con
m,=-7/2.

Si tiene tres raices reales y distintas verificar que Xp =

X1 + Xy + X3
3 :

335
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9. S puede probar quesi f(xX)=Ax*+Bx? +Cx+D con A#0 tiene tres raices
reales y distintas X;, Xp, X3, entonces:

X1+ X9+ X B
1 2 3 = -
A

1 X1-Xo+Xo9.X3+ X1.X3 = Z
D

X1.X92.X3 =—X

Hallar y graficar f(x) =Ax3+Bx? + Cx+D si se sabe que sus raices son
xi=-1; x=1; ;=4 y f(0)=4.

10. a) Mostrar que si f(xX)=AXx*+Bx* +Cx+D con A#0 tiene tres raices
reales e iguales x;=X,=X3= a , entonces
fx)= Ax®- 3a A X’ +3a’ Ax - a®A , y que en tal caso

en x=a hayun punto de inflexién a tangente horizontal.

b) Hallar y graficar f(x) = Ax®+Bx* + Cx+D si se sabe que
X;=X=X3=1y f(0)=4

11. Supongamos que la presion p (en atm,), el volumen V (en cm®) y la temperatura
T (en grados Kelvin) de n moles de bidxido de carbono (CO,) satisfacen la
ecuacion de Van der Waals:

2
n
[ p+ V—Zal (V—-nb)=n.R.T cona byR constantes empiricas.

Para determinar el valor de estas constantes se realiza el siguiente experimento:
se comprime un mol de CO, manteniendo la temperatura constante e igual a

T =304 K. Los datos medidos de presion y volumen se grafican en el plano en
unacurva pV (isoterma). A la temperatura en que se realiza la experiencia
la curva (que es decreciente) presenta un punto de inflexion a tangente
horizontal, en V=128.1 ; p=728.

Usar estos datos para determinar a, b y R.

Sugerencia : despejar p en funcién de V dela ecuacién de Van der Waals,
calcular p" y p”.



5— La Integral

5.1 Introduccién

El Calculo Diferencial y el Célculo Integral son las dos &reas basicas de una rama de la
matematica que se conoce como Analisis Mateméatico 0 simplemente Calculo.

Tanto el Calculo Diferencial como el Integral se ocupan de los procesos de cambio.

2 El Célculo Diferencial del estudio, célculo y aplicaciones de las razones de cambio.
En particular, de determinar el cambio instantaneo de una magnitud.

2 El Célculo Integral, se ocupa de determinar qué cosa cambidy cuanto lo hizo.
O sea, de determinar

7

" el resultado 6 efecto total de un proceso de cambio"

Por ejemplo el Calculo Integral da respuestas a cuestiones tales cémo:
- siunobjeto se mueve a una velocidad variable , ;cual es el desplazamiento total del objeto al

- de la Fisica elemental sabemos calcular el trabajo (W) realizado por una fuerza para mover un
cuerpo sobre una recta, cuando la fuerza tiene la direccion del movimiento e intensidad

Si observamos las cuestiones que resuelve la integral, detectamos un rasgo comun a todas ellas:
que si la funcién del caso (velocidad, densidad, tasa de variacion, intensidad de una fuerza, altura de
una figura, etc) es “constante ”, f(xX) = k y definidaen | =[a; b], entonces la solucion del problema
viene dada por el producto: “k” x «amplitud de | ”. O sea, abordamos aqui un tipo de problema
que sabemos resolver si la “funcion dato” es “constante” pero cuya resolucion desconocemos
si tal funcion es “variable”.

Observamos también que la problematica que da origen al Célculo Integral, “determinacion del resultado total
de un proceso de cambio” tiene que ver con situaciones concretas, muchas de las cuales enfrentamos y
resolvemos cotidianamente, aun sin tener conciencia de ello. Se ha observado que individuos sin
conocimientos de Célculo enfrentados a problemas de naturaleza “integral”, los resuelven procediendo de la
misma forma en que se hacia esto historicamente, antes de que se desarrollara y formalizara del Calculo Integral.
Asi, con el objetivo de promover un aprendizaje que permita tanto la cabal comprensidn de los conceptos como el
acertado y efectivo uso de “la integral”, en lo que sigue se proponen las ideas basicas del Célculo Integral a partir
de lo intuitivo y relacionandolas con aplicaciones conocidas. Lograda la familiarizacién con tales ideas, se
procede finalmente a la “formalizacion” de las mismas.
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5.2 Calculo del “resultado o efecto total del cambio”
EJEMPLO:

*Proceso: entrada/salida de liquido (agua, solucién salina, etc.) en un tanque.

*Resolucion: como todo problema, esta depende del dato de que se dispone:

@) Dato: V = V/(t); volumen total de liquido en el tanque, al instante't .
Aqui, el calculo de AV remite a una simple resta: AV = V(t;) - V(ti).

®) Dato: v= V'(t); o sea, velocidad a la gue se desarrolla_el proceso.
Este caso remite al problema tipo que resuelve el célculo integral; o sea,
Al caso en que la obtencién de AV depende de como sea “Vv ”:

*si v=cte, AV secalculaatravés del simple producto “Vv x At”; pero,
*si v#cte, nosabemos (hasta ahora) como proceder para obtener AV.

@® Cuando el investigador se encuentra ante un problema cuya resolucién desconoce lo primero

(A) CASO SIMPLE (v =cte).
Calculo de la “variacion de volumen” para “velocidad constante”.

Problema 1: El gréafico adjunto corresponde al registro de la velocidad (v) con que entra agua
a un tanque durante 4 hs. y a partir de las 2 hs. de iniciado el proceso. Se desea conocer la
“variacion de volumen” en el tanque en este lapso de tiempo.

*Funcioén del proceso: V= V(t)
V(Is/h) V> vol. de agua en el tanque, al instante t

30 *|ncognita: AV = variacion de vol. entre las 2 y las 6.

*Datos: V=30 (Is’h) > velocidad del proceso = cte (*)

tn:) At=t;—ti=4 (t; = tfinal; t; = tinicial )
o AV T

t, t; *Resolucion: por (*) v= - =iAV=v. At

v=30;At=4= AV=30.4=120
Rta: entre las 2 y las 6 el volumen de agua en el tanque “aumenta” 120 Is.

P Conclusion : v=cte = AV =V x At ( variacion de vol.= “velocidad” x “tiempo”)

P Observacion: AV[2.61=V(6)-V(2) = V(6)=AV[.6+ V() =120+ V(2)

(B)CASO CUASI _SIMPLE (se resuelve en forma simple, aunque no sea el caso simple).
Calculo de la “variacion de volumen” para “velocidad constante a tramos”.
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Problema 2 : El gréfico adjunto corresponde al registro de la velocidad (v) con

“variacion de volumen” de agua en el tanque, en ese intervalo de tiempo.

50 IV *Funcién del proceso: V= V(t)
40 . . .,

Vi Vs *Incognita: AV = variacion de vol, en 8 hs.
30 T O
0 L o Vo *Datos: v =V(t) >velocidad del proceso

V = Vgt > Velocidad = cte
10 +
o il . t.1 , \ t’. th , t. |:[0,8] > t=0; t;=8
1wy 2 2 4 8 7T B At=t; —ti = 8
V3

-20 +

Observamos y concluimos:

— Vgur cCONStante “a tramos”.
— 4 subintervalos l;=1ti; ti], i=1234; talque licl yvit)=vVv;, Vtel;

Conclusién 1: encada I; estamos en el “caso simple” (v=cte); luego,y segun la
formula hallada en (A); encadal;: AV;= v; x At;.

Por ejemplo:
e 1,=[0;2], vi=40 = AV, =vix Aty = AV;=40 x 2 = 80

La variacion de volumen (en este caso, aumento) en las 2 primeras horas es de 80 Its.
e I3=[5,6], v3=-10 = AV; =V3xAt; = AVy=-10x 3 =-30

La variacion de volumen (en este caso, disminucién) entre la 5ta y 6ta hora de
iniciado el proceso, es de 30 Its.

Conclusién 2: AV, indica la “variacion de volumen” en un subintervalo (> I;).
Luego, al AV; lo llamamos “variacién parcial” .

Finalmente vemos que para obtener la “variacion total”; o sea, la correspondiente

alas 8 hs. que dura el proceso, basta “sumar” las “variaciones parciales” .

CONCLUSION FINAL para el problema 2 :

v = cte a tramos = la variacion total en | es lasuma de las variaciones parciales

AV (05 = suma de las “variaciones parciales”
4
AV[O;S] = Z Vi X At|
i=1
AV[o;g] = Vi X At1+ VzXAtz ar V3XAt3 + V4XAt4.
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Resolucion del Problema 2: céalculo de la “variacion total” de volumen en 8 hs..

| At |ve | AVt it ] ,
tpo(hs) VARIACION TOTALen [to; ti]
v3 x Atj = variac. parcial
to O
y, 2 [0;2]] At;=2 ] 40 | 40x 2 =80 (entran 80s) AV[O'Z] = 80
t, 5 |[25][At= 3] 20 20x3 =60 (entran60ls) AV = 80 +60
[0;5] =
t; 6 [5;6]] Atz=1 ]-10 |-10 x 1=-10 (salen101s) AV = 80+ 60 =10
[o;61 = -
t, 8 [6;8]] At;=2 | 30 [ 30x2 =60 (entran60Is) AV o571 = 80+60—10+60 =190

Luego, AV(q4 =190 ;0sea, la variacion de volumen (o volumen “acumulado’) en el
tanque en 8 hs. es de 190 Is.

CONCLUSION FINAL parael CASOB :

Lo observado en el ejemplo puede generalizarse a cualquier proceso de cambio con

1°) hacer el producto “v x tiempo” en cada l; donde v = cte (variacion parcial )
2°) sumar las “variaciones parciales”. (VARIACION TOTAL)

O sea, si subdividimos el intervalo genérico | =[t,;t,] en los n subintervalos
li=[tiy; ti] dondela velocidad permanece constante e iguala V; ; tenemos que:

n
AV[to,tn] = Vix At1+ VzXAtz +Vax Aty +........ +VnXAtn = ZVi X At|
i=1

Observacién 1: AV[a;b]=V(b) - V(@) = V(b)= AV[a; b]+ V(a).

Ejemplo: si en el problema?2 se agrega el dato V(0)= 15, se puede hallar V().
V(@)= AV[p.+ V() = V(©)=190+15 =205 = V(8 =205 (Is.)

Observacion 2: siv es cte atramos entonces se puede reconstruir la funcion V
tal que V" =V puesen cada |; donde v es cte, V=V;(t) con V;(t) funcién lineal.

Ejercicio: para el problema?2, hallar y graficar V tal que V' =v.

50 AV (Is/h) AV
9 —
w0} 2004 205 Is
20 1 Ot
10 +
o 4 2 b
o) T 2 3 4 g8 7 8 15‘
t (hs) .
20 1 I(hs)
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(C) CASO DESCONOCIDO
Calculo de la “variacion de volumen” para “velocidad variable con continuidad”

En la generalidad de los procesos fisicos los cambios no son 5 V(Is/hs)

tan bruscos, a “saltos” como en el ejemplo anterior, sino que se 8 N

desarrollan en forma continua. Asi, lo natural es que si una
funcion v = f(t) representa una razén de cambio o velocidad,
entonces f sea continua. EIl grafico continuo adjunto es mas
representativo de la velocidad con que varia el volumen de

agua dentro del tanque, que uno escalonado, como en el
ejemplo anterior.

En este caso: (como  obtenemos AV, volumen

acumulado en 4 hs.?

Y este es, en esencia, el problema que resuelve el célculo integral:
"calculo de la variacion total debida a un proceso de cambio
cuando la velocidad del mismo varia con continuidad

El primer paso para resolver este problema es “simplificarlo”:

(**) Construccion de lafe. ; ¢ancho y alto del “escalon(i)” de la “escalera” ?:
a) “ancho(i)” - resulta de dividir | (intervalo dato) en n subintervalos (> I;).
b) “altura@)” - resulta de elegir un c; el; , calcular f(c;) y tomar este

valor como altura del escalon(i) - alturagy = f(c;).
Observaciones :

e Ladivision de | =[a;b] en subintervalos se hace en “forma arbitraria” ; es
decir, “n” puede ser cualquier “nro natural”. De hecho, esta division se logra
dando “n+1” puntos arbitrarios de | con la sola condicion de que se tomen en forma

9t05a< tL<t<........ <tn_1<tnEb
> li=[ti.1; ti] = anchogy = longitud I = At =t; - tj_1

e Los Cj también se eligen en “forma arbitraria” (uno'y sélo uno por cada li).

Calculo de una aproximacion de AV para f de la fig.1

1°) Construimos una fe (fig. 2)
a) ancho escalén = dividimos | =[0; 4] en n subintervalos I; =[ tj.1 ; t;]
*EJ: n=5> {t,=0; t,=05; t,=2; t;=3; t,=35; t;=4}
> li=[ti;t]; Ati=ti-ti.1, i=12345.
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b) alto del escalon = elegimosun cien |, i=1 . s5;
- calculamos f(c;) =Vv; . Hacemos v(t) =v;; Vte ;.

V ls/hs) ! . ifig2 |

fesc/ 5 s Vs \

=

3
D
™.

V3

o
]

™

| e

N ')
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‘\\
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o
R Iy
[

™ //

ZARN AR BRI

: : H
c, @5 i, 1ls 1 2150,  3C: 315 C: 4
L

t t L {3

]
-y

-

iy

3

EJCl €|1:[0,05] ) Vlzf(C1)=40 9fesc(t)=40, vt€|1 Yy At]_: 0.5
Co e l,=[05;2] ; vo=f(c;) =20 > e () =20; Vtel, y At,=1.5
C3els=[2;3] ; va=f(cz)=60 > fsc ()=60; Vtel, y Atz=1
cs € 1,=[3;35]; vs=f(c;)=80 > foe ()=80; Vtel, y Aty=0.5
Cs € 15=[35;4]; Vvs=f(cs)=50 > fei ()=50; Vtels y Ats=0.5
5
2°) Calculamos: AV (fese) = Q. Vi X Ati = AV(fes) = 175 (verificar)
i=1
3°) Concluimos: AVio4) = AV = | AViguy = 175 (Its)).

& Para n =7 obtenemos otra fe (fig3) cuyos escalones son “menos anchos” ,
“mas finos” que en la (fig2). Vemos que esta . se “ajuste mejor” al graf f.

v ' ' ~—_| fig.3
fesc/7 " Ve \
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m n
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V, '|II
Vs /] |
— 1i@
\_/ t
a5 1 1]5 2 215 3 3.]5 L

Calculando AV (fes) para la f.. de la fig. 3:
7

obtenemos: AV (fue ;7) = Z Vix Ati = AV (fesc;7) =157, 5 (verificar)
i=1

Concluimos: AV = AV(fe ;) = | AVio = 157,5 (Its)

@ El hecho que la f, correspondiente a n =7 se “ajuste mejor” al graf f que la construida
con n=5 induce a suponer que la aproximaciéon obtenida con n=7 tiene que ser “mejor’ que
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la correspondiente a n =5 ; en otras palabras, que 157, 5 debe estar mas proximo al verdadero
valor de AV o.4;, que 175.

X> Asi, el problema de hallar la “variacion total” cuando la velocidad es “continua”
queda ligado al de las funciones escaleras a través del siguiente interrogante:

¢ podrén construirse funciones escaleras que permitan aproximar cada
vez mejor y tanto como se quiera la “variacion total ” resultado de
un proceso que se desarrolla a velocidad v=f(t) con f continua ?

Antes de investigar esta cuestién, reforzamos algunos conceptos e ideas:
Definicién 1: llamamos funcién escalera a cualquier funcion constante a tramos.

Reflexion:

Existen infinitas formas de construir funciones escalera (basta cambiar ancho y alto del “escalén”). En
definitiva, existen infinitas formas de aproximar el resultado buscado. Asi, el problema que se presenta ahora
es determinar el “caracter” de estas aproximaciones, si realmente mejoran al afinar el ancho de los
escalones; vy, si lo hacen, ir por mas, tratar de establecer que “comportamiento ” tienen los sucesivos valores
que se van obteniendo. Particularmente, determinar si tienen un “comportamiento definido”, se acercan
tanto como se quiera a un “Unico nimero”. (en otras palabras, determinar que pasa con el limite de estas
aproximaciones cuando el “ancho de los escalones” tiende a cero).

Definicién 2: region escalonada

Dada una funcion escalera, llamamos regidn escalonada a la regién R que resulta de unir los
rectangulos determinados por la graf. f y el eje x.

fig. 4
Sea f definida por la grafica de la fig 4. y |ue -3‘4—- J
5 L :
Luego: R = Urj = nUrpUrsUrgUrs . JRNATL T S
i=1 . : :Vs
Curiosidad: ¢area de R ??
5 Ers
areaR =Z arear; =175 (verificar)
i=L oL X
Casualidad?: AV (fesc fig.2) =175 .6 4 4

5.3 El problema y su contexto
5.3.1 Relacion entre el calculo de la “variacion total” y el calculo de
“areas”

En el parrafo 2 para aproximar AV usamos una f. (fig.2), luego vimos que tal funcién define una
region escalonada (R-fig.4). Calculada el area de R observamos que aun cuando ambos
problemas son de naturaleza muy distinta (uno fisico, el otro geométrico), se resuelven a través
del mismo “proceso de célculo”.

Area de r: 4 Variacién de volumen:
En cada I; donde fes cte. [* ~  ° Ejcada I donde f es cte:
h@i) = f(¢) (=20) [* f v (vel.en 1) =f(c;) (=20)
20 mmesnsERRRERRRR
b (base) = At; (=1.5) . i h=i20=vi (tpo de proceso) = At; (= 1.5)
o5 o rare
-18 '
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éreari=thti=30 AV[“]: VXAti=30
area ri= f(Ci)X At; AV[ li] f(Ci)X At;

area ri = f(Ci)X At AV[ li ]

f

arear; = f(ci)x Ati = W[} (>trabajoen I

Conclusion: superficie del rectangulo (h = cte), variacion de volumen para v = cte y trabajo para
f =cte, se calculan de la misma forma.

Nota: por usoy costumbre es habitual referirse a estos resultados con expresiones como:
< lavariacion de volumen en [a; b] es “igual” al area bajo la graf f » ; 0,
< el trabajo realizado por f en[a; b] es “igual” al area bajo la graf f »

Cabe observar que en estas oraciones el término “igual” est4 usado en “sentido amplio”; que esto, de no tenerse
en cuenta, puede generar equivocos, puede llevar a “confundir” el “concepto” (por ejemplo: trabajo) con
su “forma de calculo”. Hacemos algunas reflexiones al respecto.

» Entonces: ¢porqué el uso de estas expresiones?. Porque cuando una comunidad de trabajo hace suyo un
concepto, lo asimila (*), todos en ella entienden de que se habla aun cuando no se lo haga con precision.
Asi, se aceptan ciertos deslizamientos del lenguaje ya que los mismos alivianan la comunicacién sin
grandes riesgos en cuanto a que se desvirtle su esencia.

(*) Asimilar: comprender lo que se aprende, incorporarlo en forma efectiva y significativa a los  conocimientos
previos. Asi, y por ejemplo, haber asimilado el concepto de “trabajo” permite interpretar correctamente la expresion
“el trabajo realizado por f es igual al area bajo la graf. f”; entender que lo que la misma dice es que aln
cuando “trabajo” y “area de una figura” no son la misma “cosa”, tienen algo, una parte de _si, donde se

5.3.2 Resolucion _de Problemas v _“pasaje de contexto”
Dada la funcion f (positiva) de la fig.1, la graf f determina con el eje x una region (T).

El contorno superior de esta region es ot
“curvo” ; Yy esto plantea un problema para
calculo del area T. (problema que, como
dijimos en la introduccién, es del “tipo” de los
resuelve la integral) 60T

el

80+

70T que

Lo antes visto indica que el proceso a seguir ~ sot para

404

un

tanque donde entra o sale agua a una
velocidad v = f(t).

0.5
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Ejemplos: aproximamos f por distintas funciones escaleras y concluimos:

a) Dada R, region escalonada de la fig.5
correspondiente a la fese/5; tenemos:

5
R=Ur =nUrUrUrUrs

28
]
< —
=1 e f
aR)= Y a(rj) =) h; xAt; =175
i=1 i=1

aR)= a(T) = a(T)=175.

b) Dada R, region escalonada de la fig.6 "
. )
correspondiente a la fege/7; tenemos: 8 /— \
w8
L8

7
a(R)= %a(ri)z Zhi x At; =157, 5
i=1 i=1

aR)= a(T) = a(T)=1575.

Observacién 1: de los gréaficos podemos “ver” que la region escalonada R formada por la funcion
escalera mas “fina” (fgsc/7) brinda una mejor aproximacion del area T que la de la regién R de

escalones mas “anchos” (la determinada por fesc/s).

Estos ejemplos muestran como trabajar en el contexto geométrico permite visualizar mejor el
caracter de las distintas aproximaciones. En particular, yer qye es factible construir funciones
escaleras cuyo comportamiento sea el conveniente al obje‘ff\‘}/o propuesto; 0 sea, que permitan

en el mismo proceso matematico que este ultimo. Entre ellos y como vimos: el calculo de la
“variacion total” debida a un proceso cuya velocidad describe la curva, del “trabajo” requerido
para mover un cuerpo por una fuerza cuya intensidad describe la curva, etc. En particular este
hecho habilita una muy poderosa herramienta de la Matematica: “el pasaje del problema del

“visualizacién” del problema facilita su resolucion).
Cabe aclarar que para un proceso de cambio relativo a un fenomeno fisico la interpretacion del resultado
depende de la f del caso; no es la mismasi f indica una velocidad de disolucion que si indica la velocidad
de un mdvil . Por ejemplo,
> si v=x" es lavelocidad (constante) de un movil en una trayectoria rectilinea, entonces

arear =alturaxbase <> velocidad x At= AX (= desplazamiento del mévil en ese At)
->si v=m’ es la velocidad (constante) de disolucion de un soluto (m) en un solvente; entonces

arear =alturaxbase <> velocidad x At=Am (= masa disuelta en ese At ).
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Observacion 3: concluimos asi que resuelto el problema del &rea para una region de contorno
curvo, automaticamente tenemos resuelto cualquier otro problema relativo a razones de cambio
variables. Luego, y en razon de esto, nos abocamos al problema del 'calculo del é&rea de
regiones planas con contornos curvos' ; hacemos esto teniendo en cuenta lo que podriamos
llamar la idea fuerza del Calculo Integral:

“el areadebajo de una curva C grafica de una funcién, se puede aproximar

por rectdngulos cada vez mas delgados y esta aproximacion
se puede hacer tan exacta como se quiera”.

@~ E| importante avance tecnoldgico habido en las Gltimas décadas permite hoy dia calcular rapida y
efectivamente aproximaciones del verdadero valor del &rea bajo la curva; “mejorar” estas
aproximaciones con sélo tomar “n” cada vez mas grandes.

Asi, y por ej., acudiendo a un utilitario °°f
podemos proponer una funcion escalera con  sot f
“escalones” (tomando n =1000), la que,
como “vemos” permite obtener una muy
buena aproximacion del area T.

(al graficar la funcién escalera con el utilitario,  sot

podemos “ver” que la misma préacticamente se
confunde con la graficade f ).

1000

704

601

401

é.reaT = a(R) ( n=1000)
1000

areaT = ) vix At =162,133
i=1

5.4 Area de Regiones Planas

Comenzamos a trabajar a partir de la region de contornos curvos mas sencilla que encontramos; o
sea, a partir de una region particular a la que damos el nombre de “trapezoide”. Luego, Yy a partir
de los resultados hallados en el caso particular, resolvemos el caso general.

TRAPEZOIDE :

Dada f:[a;b] > R ; f definida positiva, A
llamamos trapezoide T a la figura plana limitada por,

la graficadef, el ejex y las rectas x=a, x=h. K

T={(xy)/asx<b; 0<y<f(x)} Y cy) T

a X b

Historicamente, es Arquimedes quien desarrolla un método para el célculo del area de regiones
con contornos curvos, el conocido como “método de exhauscion”. El mismo consiste, en esencia,
en sustituir la curva original por funciones escaleras “especiales”.



En la explicacidn de este método usaremos las siguientes notaciones:

n —> ndmero de subdivisiones del intervalo | = [a ; b]
Xi —> punto de subdivision del intervalo 1.
p = particion de | = {Xo=a; X1} X2} X3; covre] Xijeoror; Xn=b}
l; —> subintervalo [xi.1; x; ]
Axi=xi-xi.1 = amplitud del subintervalo I;
Ci - punto del subintervalo |; ri ‘
f (ci) - h;: altura del rectangulo r;
, f (Ci):hl
f (Ci). AX; - areader;
m; - minimo de f en I; a0 G
a—l
M. - maximo de f en |; AX
A
r=Jn - region escalonada / 4
— .. = '
4 Ers
a(r) = >a(r;) > area der F4
BN
xbza b= X,
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Dado T, definido por f en 1 =[a;b], hallar el areade T por el método de exhausciéon requiere: (ver

ejemplo en el APENDICE, pag. 381)

ler paso) Dar una equiparticion (particion de | en n subintervalos de igual amplitud)
Axi = D=2 . i
n

2do paso) Construir dos funciones escaleras “especiales” :
a) fescint. > toda por debajo del graff (hi=m;=min.fen ;)
b) fecsup. = toda por arribadel graff (hij=M;= Max.fenl;).

3er paso) Obtener las dos regiones escalonadas definidas por fesc int. Y fescsup.,

n
a) ry= Uri - region escalonada inferior. > rpyc T
i=1

n
b) Rp= UR. -> region escalonada superior. 2> T Ry
i=1
4to paso) Repetir los pasos anteriores para distintos valoresde n y con n —+oo;

generar dos sucesiones de regiones escalonadas, r; y R q; tales que:
rfjl€ T <R VYneN

luego, si T fuera medible, por propiedades geométricas:

arearpn; < a(T) < areaRpny; vVneN
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n rm > an=arear; |< a(M) <| Av=dareaR[n; € Ry

2 |r2i=r,Ur, > a;=arear,; : A= dareaRy) € Rz;= RlU R,
3 , . . 3

3 ;= U > as=arear(s; : As=areaR(s; € Ri3;= UR
=1 i=1

5to paso) Analizar el comportamiento de la sucesion de valores formadas,
Q. 83. a4, As. Qs 7. ... (sucesion creciente, acotada superiormente).
A As Al A AL A

Calcular el limite para n = o de ambas sucesiones (los cuales existen segtin un resultado basico
del Célculo): a, > L; para n> o ; A, 2L, para n> .

6to paso) CONCLUIR

si Ly=L,=L = Tesmedible y a(T)=L

si Ly = Lo = T no es medible, no existe a(T)

Notas:

[X> Muy pocas veces el método de exhauscion puede aplicarse hasta el Gltimo paso y hallar el valor exacto
del 4rea. En el ejemplo del apéndice (T trapezoide determinado por f(x) = x*en [0;1]) el método puede ser
aplicado con éxito debido a las caracteristicas de f.

Lo que en este caso posibilita la ejecucién del método hasta el final es que:

e f (X) = X% es estrictamente creciente en I=[ 0;1]. Esto facilita el calculo del area de las regiones
escalonadas (inf. y sup.) pues maximo y minimo absoluto de f en I; se producen, respectivamente,
en el extremo superior e inferior de l; =[x} X;]. Particularmente, esto permite “generalizar” el
calculo de dichas areas:

e por otro lado, como se conoce una férmula para “la suma de los cuadrados de los k primeros nimeros
naturales™:

12422432 4+ +Kk? :—k'(k+1é(2k+1) ;
esto permite reducir la expresién generalizada de las areas a una férmula a la que se puede calcular el
limite; obtener asi, y finalmente, el valor del area buscada.

[X> Los factores que posibilitan la aplicacion del método de exhauscion en el ejemplo son muy especificos y
propios de la funcion del ejemplo; luego, es facil ver que el método de exhauscion no resulta aplicable en
general.
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Método alternativo para el calculo del drea de un trapezoide definido por una funcién
continua (y positiva)

La region T cuya area se quiere calcular se aproxima por una regién escalonada Q en la que los

n
Luego, Q= J Q, > areaQ = areaT.
i=1

Por otro lado f continuaen I; implica:
m < f(c) < M Vi
mMiAX; < F(C) AXi< MjAX  ; Vi
alr) £ a(@Q) <alR) ; Vi

n

n

5 ans 3 a@s 3w

i=1 i=1

arearp< areaQpy < areaRp; ; VneN.

y tenemos entonces que la sucesion originada por area Qg queda “encajada” entre las
originadas por arearp; y area Rp;. Concluimos asi que el comportamiento de aQy, para n=> o
depende del comportamiento de area ry; y area Ry para n-> oo ; sucesiones que, segun vimos,
tienen limite paran-> o« .

limar =L si Ly=Ly=L = Tesmedible y a(T)=L

Nn—oo

limaR[q]=L. si L= L = T no es medible, no existe a(T)
n—oo

Porotrolado:  * |3=L,=L = IlimaQ=L

n—>oo

Concluimos asi que: L=L,=L = |imaQ = a(T)

n—o0
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El método puede generalizarse mé&s aln ya que en este caso no es necesario tomar
“equiparticiones”. En tal caso debemos cuidar el planteo del limite.

G e s b-a .
e En el casodeuna “equiparticion”, AX; = , Y se tiene que:
n

*N— oo = Ax; —>0;, Vi

e Para una particion “cualquiera”: * n - o noimplica AXx;=> 0; Vi.
EQUIPARTICION PARTICION "CUALQUIERA’
a b a b
n=2 | f } {  Ax;=(b-a)/2 — f |
n=4 | p———+——4 Ax=(b-a)/4 F ——]
n=8 | H——+—4—4+—- Ax=(b-a)/8 £ 1
AX
00 0 1clte

Luego, para particiones cualesquiera, hacerlas cada vez mas “finas™ requiere pedir que los Ax
i~ 0, Vi ; equivalentemente, que para n > el max Ax; 20
i=12,..,n

Estamos asi en condiciones de definir “area de un trapezoide”

DEFINICION:

Si existe L, resultado del proceso de aproximacién por regiones escalonadas, decimos que T es
medible y L su medida.

A L lo llamamos area del trapezoide e indicamos a (T ).

Osea, | a(T)= |im [i fc) < Ax; ]

maxAxi—0 i=1
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RESUMEN: &rea de un trapezoide T para f definida positiva en |=[a; b]

Proceso de busgueda y/o aproximacién del a(T):

1) Damos una particion de “n puntos cualesquiera” del intervalo I.
Determinamos n subintervalos |; , de amplitud AX;=X; — X1

Seleccionamos un ¢; en cada subintervalo I; .

n
Construimos Q =JQ; ;con Q; rectangulos de altura f(c;) y base AX ;.
i=1
2) Calculamos las aproximaciones parciales (&reas parciales):
a(Q;i)=f(ci)xAxi

3) Calculamos la aproximacion total (suma de las areas parciales):

aQm = _ﬁla(Qi )= _ﬁlf(ci ) X AX
1= 1=

4) Estudiamos el comportamiento de las aproximaciones obtenidas (T f (¢;) x Ax;)-

Si existe un nimero L al que lassumas se acercan tanto como se quiera
cuando el max Ax ;>0 y para todas las elecciones posibles de los c¢;,

decimos que,
n
» lim [ > f(c)xAx; ] = L (L puede existiro no existir)
max Axi—0 i=1

» éarea(T)=L
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5.5 Problemas relativos a razones de cambio “variables”

Resuelto el problema del calculo de areas de figuras con contornos curvos, queda resuelto el problema del céalculo
de la “variacién total” de algo que “cambia” a wvelocidad * variable”.

importantes problemas como por ejemplo: trabajo realizado por una fuerza “variable”. Resumiendo:

EXPERIENCIA PREVIA

I

CONFLICTO

1- AREA RECTANGULO

> AREA TRAPEZOIDE

f:[a;b]>R [ f(x)= k (positivo)

Ay

a(T) = k.(b-a)

<V

f:[a;b] > R/ f(x)= k; f(x)>0 Vx
(f > velocidad a la que varia la “altura” de T')

n
a(T) = lim 2 f(ci) x Axi
max Axi—0 i=1

2- M, masa de una varilla &= cte

D O # cte [ 8 = densidad lineal ]

varilla X

6= d6(x) con 8(x) =k =

...................................................................

(masa densidad x Iongltud)

varilla X
—mfﬁm? P L L L L '.'.'_'.—>
a b

8 =8(x) con Ix) =k =

.................................................................................................

3. DESPLAZAMIENTO [AX]: v=cte
(movimiento rectilineo )

> VvV # cte (v =velocidad )

V= = V(t) con V(t) = k =

...................................................................

(desplazamiento = velocidad x tiempo)

P P P
Vi =k
o—> O e
Xa 4 Xb X
N, v
a Ci b t

P Pvi=fc) P P

X a E / X b X

B T T T T T P TP PP P PP T PP PP PP PP PP P

max At; >0 i=1

.................................................................................................

Quedan resueltos también otros
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Trabajo W efectuado por unafuerza F / F: [a; b] @ R

EXPERIENCIA PREVIA CONFLICTO
F = k (fuerza constante) F # k
> Hallar el trabajo “W?” requerido para > Idem, si labolsa “pierde arena” a
levantar una bolsa de arena de 400 kg, razén de 4 kg/m.
una altura de 10 m. p= pérdidaa X mts |

4 XA P= p(x) (lineal)

101 10/
----- F(x)=400 (fuerzaa X mts.) -----| '} F(x)=400 - (x)

x
Lva

(x=altura al piso)
|_|_| v =4 (kg/m)
Y | | 9 r_l | pO: p(o) =0
p(x)= 4X

"P=400 (peso) P =400

F:[0;10] > R F: [0;10]1> R :
X = F(x)= 400 (fuerza cte) X=> F(x)=400 - 4x (ff variable)

» W*(, 10 = 400 x 10 = 4000 > Wi 10 = 6600272

Wl“’]: t’im iT(Ci)XAJCi :

_ max Axi—0 =1 :
b“partlmos” el [0;10] EN SUumiter varus 1 == [ ATy Ay =z iy T

» tomamos ¢c; € li; i =1,2,...,n

» hacemos F(x)=F(ci)=Ki, VX eli; obtenemos “aproxs parciales’]
del trabajo requeridoenel I; > W*;1= F(Ci)xAX;i = Ki x AX;
» sumamos las “aproxs parciales” obtenemos la “aprox. total”

n n
W[0;10] ~ Z W*[“] :z F(ci) x AX;
i=1 i=1

E'|emglos: n=1->1=[0;10]; cel, F(c)=k = Wi = W* i =k x 10

k=386; d=10
W* (0.1 =3860 & Wio100 (F no cte)

O c=3.5; F(35)=386 =k
G ¢=0; F(0)= 400 = F

% c=10 QT(10)=360: q:'min

k =400; d=10
Max > W*[o;lo] =4000 > W[o;lo] (T no cte)

K min =360; d=10

> W*[o;lo] =3600 < W[O;lO] (T no cte)

Observacion: | 3600 < Wjo.10; < 4000

seguridad se halla el “verdadero valor” de Wo.10;. Y esto no es poco cuando no se conoce (0 es muy
complicada) la expresién matematica que permite calcular dicho valor.
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4
f =20
‘. ............................ :a(T) T K
I a ; b
||m Z f(C| )XAX —. ........ f(fuerza) ...... = W[a;b] P —— X
max Axi—0 i=1 . — I
: (trabajo) a b
.. (densidad)  _pgo,  (——
(masa)
n
lim > f(ci) xAti ... f.(veloside = Ax S v X
max At; ~>0i=1 | (desplaz.) \ __________ ‘
a b t

¢ Resolvemos el problema del trabajo realizado por una fuerza no constante ?

CONTEXTO GEOMETRICO : CG
Si con T indicamos la regién comprendida entre el

..trabajo para levantar una bolsa de

arena de 400 kg una altura de 10 m; gréfico de F y el eje x, seglin vimos el proceso
si pierde arena arazén de 4 kg/m. para calcular a(T) es el. . mismo que para calcular
Segun lo visto: el trabajo para levantar la bolsa (W [0;10))
W10 =  fim Z T(Cl) X Ax; e [im Z T(cl) X Ax; = |area(T)
maxAxi—0 i=1 maxAxi—0 i=1 o
VExiste
para resplver : camino
4 cambiamos dem Ay
de calculo
10 } ty
X{----- E F(x)=400-4x 400- F(x)= 400 -4x
D T) .
360 k
200f Tt
D 10

Wigi101 = -orers e a(T) = a(i_)_:_fz))
M OIVEMOS

ANALISIS DEL RESULTADO

B En el caso considerado podemos “evitar” el célculo del limite a través de “recodificar” el
problema; o sea, de “trasladarlo a otro contexto” (el geométrico) donde disponemos de
herramientas mas accesibles para resolverlo.
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B ;otras herramientas?: formulas de célculo de &rea de la geometria elemental (rectangulo,
triangulo). Obviamente el traslado del problema al contexto geométrico sirve en este caso

la region que delimita F .

B ; resulta este recurso accesible cualquier sea la funcion de la fuerza ?
Evidentemente no, ya que, salvo para el circulo, la geometria elemental no provee formulas
para el célculo de areas de regiones con contornos curvos.

B ;cémo se procede si no se puede acudir a la geometria basica? = jj problema!!

Problema del que nos ocupamos a partir de ahora. Asi, en lo que sigue, nos
dedicamos a la bisqueda y determinacion de técnicas algebraicas simples para el célculo
del limite de sumas. ( jj que existen!!, y para muchas funciones aunque no para todas. )

5.6 La Integral

En péarrafos anteriores hemos visto como problemas totalmente distintos terminan por resolverse
a través de la misma expresién, el siguiente “limite de sumas™:

lim (3 f(c)xAx; )

max Axi—0 i=1

Dada la importancia de este limite; su dificultad de calculo, nos abocamos a su estudio al efecto

genérica f prescindiendo de cualquier tipo de interpretacion geométrica o fisica que se pueda dar
y comenzamos aclarando el significado de los términos a usar.

» Dada f:[a; b] 2 R, llamamos:

Particion del [a;b]: P ={Xo; X1 X2 Xai oo} Xijorers} Xn }
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al conjunto de “n+1” puntos del intervalo [a;b]; tal que el primero coincide con “a”,
el ultimo con “b” y wverifican: a=Xg < X3 < X2 £ X3 <....< X<, Xp=b

= Cada particion determina n subintervalos I; =[xi.1; Xj] de amplitud AX; = X; - Xi1
= Entre los n subintervalos hay uno que es el de mayor longitud.

Norma de la Particion : /P/

La “norma de la particion” es la longitud del subintervalo de mayor longitud.

Osea: /P/zmaxAXi; i=123..,Nn

® Dada la funcion y la particion se selecciona un punto “c;” en cada subintervalo al efecto
de construir la funcion escalera. A este conjunto de puntos lo Ilamamos:

Seleccién de puntos compatible con P: Q={ci; ¢ C3 ....; Cijonni Cn }
tal que ¢ e |;
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Proceso de Integracion: construcciony busqueda del “limite de sumas”.

El proceso consta de cuatro etapas:

1. Subdivisién del problema (o construccion de la funcion escalera, fe).
Este paso consiste en:

* partir el intervalo [a; b] = dar P particion del [a; b] .

* fijar, en cada subintervalo li, la altura del “escalon” de la fes
= dar Q, seleccion de puntos compatible con P .

2. Calculo de las aproximaciones_parciales: calculo de los “n” productos: f(ci) . AX;.

3. Calculo de la aproximacion TOTAL:

n
suma de las aproximaciones parciales: Y f(cj)-Ax; .
i=1
Estas sumas se conocen con el nombre de “SUMAS de RIEMANN” y con el simbolo:

S(f,P,Q)=i f(Ci) - AXj
i=1

4. Célculo del limite de las Sumas de Riemann para /P/—) 0.

Estudio del comportamiento de las Sumas de Riemann a medida que se “afina” la
particién; o sea, a medida que los escalones se hacen cada vez “mas cortos”.

En definitiva, calculo: lim - S(f;P;Q ). (limite que puede o no, existir )
(P)>0

Definicion 1: FUNCION INTEGRABLE

Dada f :[a; b]> R; decimos que f es integrable en [a; b] siy sdlo si existe un nimero
“L” tal que para /P/ > 0, las correspondientes sumas de Riemann S(f p ,Q), se
acercan tanto como se quiera al niamero L, cualquiera sea la seleccion Q considerada.

imo- S(f;P;Q )=L

Si esto ltimo sucede decimos que: | I‘
P

Definicion 2 . INTEGRAL

Si existe L =1lim- S(f;P;Q ) a estenimero
P|—0

* Jollamamos : integral de f en [a;b]

b
» lo indicamos : ja f(x)-dx

Osea: | |[Lf(x)-dx = lim S f(ci )xAx;
a ‘P‘—)O i=1




Observaciones:

a) “a” y “b” se llaman extremo inferior y superior de integracion, respectivamente.
En la definicion 2, “a” y “b” son los extremos del intervalo dominio f, luego, a<b.

b) El concepto de integral se amplia definiendo el simbolo para el caso de otra relacion
entre los extremos de integracion; o sea, para los siguientes casos:

b
Definicion 3: Si a>b; entonces : ja f(x)-dx = —j; f(x)-dx
Definicion 4 : Si a=b; entonces: Iaf(x)-dx =0
a
¢)Para f>0 en [a;b], definimos:  a(M) = |im [ f(c)xAx; )i

maxAxi—0 i=1

b
luego, porla definicion2: a(T)= Ia f(x)-dx.
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NOTA: Definido el concepto de integral como el “limite de sumas” cabe preguntarse bajo que
condiciones existira finito este limite de sumas, o sea, “la integral”. Existen teoremas que dan

respuesta a esta pregunta (teoremas que sélo enunciamos).

TEOREMA: f continuaen [a;b] = f integrable en [a; b].

TEOREMA: f seccionalmente continua en [a; b] = f integrable en [a; b].

Nota: f seccionalmente continua en [a; b] < tiene un nro finito de discontinuidades de salto finito
en [a; b]. Ejemplo: las funciones escalera.

5.7 Propiedades de la Integral

En todos los caso f y g son funciones integrables en el intervalo en que se plantea
la integral.

(1) j: k.f(x)dx = k-jg f(x)dx ; donde k es cualquier constante.

(1) 2 [fOx)+g(x)]-dx =2 f(x)dx + [2 g(x)dx

(L) 2 f(x)dx = [¢ f(x)dx+ [ f(x)dx;

a

sin importar el ordenentre a,b y c.

(L) 2 f(x)dx < [2 g(x)dx csi f()< g(x), Vxela,b]

(1) [2 f(x)dx =]0 k-dx=k.(b-a) ; si f=k , Vxe[a,b]
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Observaciones:
a) l; e 1, se pueden reunir en una sola propiedad que se llama propiedad de linealidad :

[0 [ke F(x)+kog(x)]-dx = k [2 F(x)dx +k j: g( x).dx

b) I3, para el caso de f definida positiva y a <c <b, admite la siguiente interpretacion
geométrica

Iy

Si T=S UR.
Entonces: J© f(x).dx = S f(x)dx + [°f(x)dx

equivale a: a(m) = a(s) + a(R) .

c) I, ,para f y g definidas positivas, admite la siguiente interpretacion geométrica:

Si S={(xy)/as<x<b;0<y<gXx?}
R={(Xy)/asx<b;0sy<f(x)}

p

y, 0< f(x) < g(x), vxela,b]

: Entonces: R < S y a(R) <a(9)
LLLL . y se verifica I, :
b b b
X [, FO0.a¢ < [Pg(x).dx

-

n
d) Lapropiedad Is se prueba facilmente teniendo en cuenta que Z Ax;j =longde [a,b] =b
i=1

-a
12 kod=tim X (K)AX, = lim {(k)-iAxi} im (k) (b-a)] =k (b -a)

IPI-0 i=1 IPI-0 i=1 IPI-0



5.8 Teorema del Valor Medio del Calculo Integral

e Dada f funcion continua en [a; b], existe al menos un c < (a;b) tal que:

j: f(x)-d = f(c).(b - a).

® Demostracion:
f continua en [a; b]. Luego, por el teorema de Weiertrass, admite maximoy

minimo absoluto en [a; b]; osea, existen X, Yy Xu en [a; b] tales que:
f(Xmy=ma Yy f (Xm)= Ma
y; my< f(x)< M, . VXe[a,b]

Luego, por l4: I:ma-dxg I:f(x)-dxg I:Ma-dx
por Is: m,.(b-a) < I:f(x)-dxé M, (b-a)

Dividiendo por, (b-a) (con b-a>0 dado que b>a) tenemos entonces que:

P (x)-d
m, < Jo T00-ox < M,
......... b B a
equivalentemente : f(xm < k < f(xw

Finalmente, por el teorema del valor intermedio aplicado al intervalo [Xm; Xm] (6
[Xm; Xm]) tenemos que existe ¢ € (Xm; Xum) = (a; b) talque f(c)= k; o sea que:

j:f(x)-dx

b-a

f(c)= con ce(a;hb)
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b
equivalentemente : L‘ f(x)-dx =f(c).(b-a); conce(a;b). g.e.d.

Observaciones:

1) El teorema es valido también enel caso de a> b (ejercicio).
2) En el caso de una f definida positiva en [a; b], \

el teorema admite una interpretacion geométrica: R
“existe un punto “c € (a;b)” para el cualel /
area del rectangulo de altura f(c) y ancho (b - a) : '
esigual al éarea bajo la curva gréafico de f.
f(c)
a (T )= [2f(x).d : T
a(R)=f().(b-a) ’
a C X

Luego, por el teorema: a(T )=a(R)
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5.9 Problemas que resuelve “LA INTEGRAL”

n
Por definicion J: f(x)-dx= lim > f(ci) Ax;. Luego, la integral resuelve todos aquellos
Pl—0 i=1

problemas que, segln vimos, resuelven por medio de “limite de sumas”.

%
b f>0 T
I f(X)-dX: ---------------------------- >:a(T) -
@ | a b
b e f..(fuerzal....... f
I f(x)-dx = ( ) > = Wia: b P,
a ( trabajo)
a b x
b ....f..(densidad)....p varilla
j f(x)-dx = = Mg
a ('masa) a b X
b f locidad A v
[rcy de ==t (velocidad) .\ X
a
( desplazamiento) f
a b :t

Observaciones:

1) En el Apéndice al final del Capitulo se calcula el area de una figura plana a partir del
correspondiente “limite de sumas” y con el método histéricamente conocido como “método de
exhausciéon” . Se calcula el &reade T, trapezoide determinado por f (X) = x% en [ 0:1].

n
Se demuestra que ‘Ii‘mo > f(ci)-4xi =1/3. En otras palabras que a(T)=1/3.

P|—0 i=1

- 1 . . 1

Como con la nueva notacién, a (T) :Io x2 dx ; concluimos asi que: Io x2 dx =1/3.

2) Si Ax indica el desplazamiento de un mdvil a velocidad variable, si la velocidad es
conocida y la variable independiente el tiempo, v =f(t)=t? en[0; 1], entonces:

1 n
AX[0;1]= J.O t2 d = AX[o;l]z lim Zf(Ci)-Ati
PI->0 i=1

Es facil ver que el “limite” resultante es “igual” al planteado para el calculo del area (T) con f(x)
=x* (solo difiere en la letra usada para representar la “variable independiente”).

n i n 1 1
Como [ oAt = lim X f(ci)axi=1/3 t2 dt= 24x=1/3
Jim S f(ei)at = fim 2 Te)-x = o Jo x ax

Vemos entonces que el objetivo del diferencial (dx , dt, u otro) en el simbolo integral es sefialar
la letra que corresponde a la variable independiente de f Asi:

b b b
ja f (X )-dx =jaf (t)-dt =ja f (2 )0z —,[El resultado sélo depende de:

@ |a funcion integrando (f) ;

1, 1, 1, & del intervalo de integracion;
‘J'OX -dx = .[ot -dt = _[OZ -dz = 1/3. 0 sea, de “a” y “b”.

‘_[lezdx 2 I:tzdxztz(prop. Is)
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5.10 Calculo de la integral: _[: f(x) dx

E—g@]f(X) dx=lIM S(f;Pap:Q) = 3 L2

IP|—>0

1
Ejemplo: dada f(x)=x* : ¢cémo calculamos Io f(x)dx ?

[] .
jo xdx =lim S(fiPpay:Q) =eet L-1/3

IP|—0

.

En el APENDICE se muestra el célculo por definicion de j'ol x2dx

—En este caso las caracteristicas de la funcién integrando (x*, creciente en [0;1]) hacen posible el
céalculo del correspondiente “limite de sumas” ; por ende, el cdlculo de la integral “por definicion”.
Pero, y en general, este limite es practicamente imposible calcular.

—Asi, nuestro objetivo en lo que sigue es la busqueda de un camino “alternativo” para el “céalculo
de integrales” ; o sea, de un camino que permita “obviar’ el “limite de sumas”.

PROBLEMA: hallar un camino alternativo al de la definicion para el calculo de integrales.

PLAN DE TRABAJO: como venimos haciendo hasta aqui, primero procedemos a analizar el

Andlisis_de un caso simple: f(t)=t; Ds=1[0; b]

X
Objetivo: calculo jo tdt, x €[0; b]

o f(t)>0en [0;b]
i e T (trapezoide asociadoa f) = triangulo.

: X
IO t dt = 4rea (T)
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eler ANALISIS:

¥~ Calculada la integral para distintos
extremos superiores vemos que;

IO[ ]t dt = depende del ext. sup.

queda definida una funcion: F ;

l

F:[0;b] 2R
X > F(x)=I(EX]tdt

qgue llamamos

Y.

FUNCION INTEGRAL

i X =

NOTA:
Se puede demostrar que toda f integrable en [a; b], define una “Funcion Integral”.

Definicion 1: FUNCION INTEGRAL

Dada f integrable en [a; b] llamamos funcion integral a la funcion Ftal que:

> Foo= [ f(t)-dt

» Dom.F = Dom. f = [a; b]

Se vislumbra asi otro camino para el célculo de integrales: el célculo de F(x).
_ [ X - hi f; 1
pero..., Feo=[ f(t).dt y [ f(t).dt= ||p'|rﬂ) S(f;Pa:x]iQ)

O sea, y hastaaqui, el célculo del “limite de sumas” sigue siendo “inevitable” ....
¢ Qué hacemos? , ;abandonamos este camino o persistimos en busca de pistas?...



2

x=1 > F(l):joltdtzl2 =1
2 22
= = :4 = =
X =2 > F(2) jotdt 4 >

X =3 > F(3) =I§’tdt=% =3

2
Conclusién: si P(x) = XT; tenemos que:

*) F(x) =P(X), Vxe[0;b]

operaciones algebraicas basicas (* ;X ; +;\f) entre funciones “conocidas”.
Ejs: potencias, polinomios, cociente de polimonios, raices, x*+ sen x , etc.

Observaciones:
- La complejidad de F, funcion integral asociada a una integral, radica en que por

(algebraico, grafico, numérico y verbal) y que, dentro de un mismo registro, es posible
el proceso de “conversién” ; o sea, de reescribirla de otra forma pero dentro del mismo registro.

e 2do ANALISIS:

1) Para el caso simple investigado, el cambio de contexto (del analitico al geométrico)

X 2 X 2
Iot-dt=F(x); FO=P(; PM=% = ] tdt=x
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2) Dado que las funciones admiten distintas formas de ser representadas, hemos hallado un

PROBLEMA REFORMULADO (1):

Dada F(x) = I;( f(t).dt, pomF=1[a; b]
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3) En el caso simple investigado, lo que permite hallar la funcién elemental P/ P =F esel

e 3er ANALISIS: (Caso Simple: f(t)=t; Df=[0; b])

Expresada F por medio de la funcion elemental P ( F(x) = P(x) = % V x € [ 0;b] ), procedemos

a derivar F, observar que resulta de esta operaciéon. Y descubrimos ....,

que la derivada de la Funcion Integral es, jla funcion original ! > F (x) = f(x).

Cambio de variableH x ¢yt |

"""" o g ! FUNCION INTEGRAL
. ORIGINAL I [..7] |
................ _ O [X] \ def
f(x)= X7 > I = _ i :
integrando 0 tde= Feg = im S(1.P[0:x)Q)
A |P|-0

e fmFw=fe] g
@ derivando F(X) = P(x) =

OBSERVACIONES:

determinando un circuito donde quedan relacionadas las dos herramientas mas
poderosas del célculo: la Integral yla Derivada.
En razoén de ello a este circuito lo llamamos, “circuito ID ” (Integro-Diferencial).

Tenemos asi el:
I: Primer interrogante fundamental:
Cualquiera sea la f de partida, ¢siempre serd F* (x) =f (x) ?

Al cual da respuesta el:

ler Teorema Fundamental del Célculo Integral - 1ler TFCI :

Demostracion:
...................................... (més adelante)

esderivable y F'(x)=f(X), Vxe[a;b]”.
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CONCLUSION: si f, la funcion original, es continua en el intervalo, el circuito se_forma.

f(x) (cont) integrando Y N
vuelvo [lerTFCI] reemplazo

PROBLEMA (original): f:[a;b] 2> R ;

NOTA: en este punto vemos que la existencia o no de una funcién elemental P tal que P =f es
determinante para el célculo de la integral por un camino alternativo. Luego, dado su importancia,
damos un nombre a esta funcion y estudiamos sus propiedades.
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Definicion 2: PRIMITIVA (o ANTIDERIVADA)

P es una primitiva de f en [a;b] si y solo si P'(x)=f(x);: Vxe[a;b].

Finalmente el problema original (calculo de la integral) queda reformulado asi:
PROBLEMA REFORMULADO (3):

Ejemplos:

a)si f(x)=x ; una primitivadef es Px)=x%2 ; [P (xX)=x > verifica]
b) si f(x)=cosx; una primitivadef es P(x) =senx; [P (X) =cosx = verifica]
c)si f(x) =1 ; una primitivadef es Px)=x ; [P (X)=1 - verifica]
Notas:

1.- Derivada en los extremos del intervalo:

Luego, cabe aclarar que las derivadas en los extremos, P’(a) y P’(b), se definen de la misma
forma solo que reemplazando “limite” por “limite lateral” para x> a* y x= b respectivamente

. 2
3.- No siempre existe P, primitiva _elemental de f; aun para f continua. Ej: f(x) = e™

- - X - -
4.- Por el ler TFCI, si f escontinua en[a;b] y F(x) = _fa f(t)dt sy funcion integral
entonces F (x)= f(x), VX €laibl  Luego: F es una primitivade f.

PROPIEDADES DE LAS PRIMITIVAS

Teorema I-Pr: Si una funcion tiene una primitiva P, entonces tiene infinitas (P + k, keR)

Demostracion:

e Sea P primitiva de f > P (x) =f(x)
e Dada G(X)=P(X)+k, keR > G (X)=[P(xX)+k] = P" (x) + (k) =f(X)
o Luego, G=P+k es primitiva de f . (g.e.d)

Teorema II-Pr: Dos primitivas de f difieren en una constante; o sea, G(X) —-P(x) = k

Demostracion:

e P primitiva def = P (x)=f(x)
e G primitivadef = G (x)=f(x)
e Sea H(X) =G(X)-P(x) ; Vxelabh]
H X)=[GX)-PX)] =G (X)-P " (X)=f(x)-f(x) =0; Vx e [a;h].
Luego, H (x)=0; Vxe[a;b] = HX =k; Vxel[abh].

e Conclusion: G(X)-P(xX)=k 0 G(X)=P(X)+k; Vxelab] (g.e.d)
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Observacion: F(x) = I:f(t)dt es una primitiva de f . Luego, por el Teo II-Pr, si P es otra
primitiva de f, entonces existe keR tal que F(X) = P(X) + k; V x € [a; b].

Teorema lll-Pr:

Si P y G sondos primitivas de f en [a; b] y existe X, € [a; b] tal que G (X,) =P (Xo)
entonces G (x)= P (xX) ; Vx € [a; b].

e PyG primitivasde f en[a;b] = G(X)-P(X)=k ; V x € [a;b] (Teo II-Pr)
luego, para X, € [a; b] tenemos: G(X,) — P(X,) = k

e Por hipétesis: G(X,) =P(X,) = G(Xo)—P(X)=0 = k =0

Conclusion: G(X)-P(x)=0; Vxe[a;b] = G(X)=P(X); VX €[a;b]. (qg.ed)

e 4to ANALISIS:

e Por definicién de igualdad de funciones, sabemos que:
F=P © DomP=DomF=[a;b] y EX)=P(X) V¥ xe[a;b].

PROBLEMA ENGORROSO: averiguar si F = P requiere calcular F(x), V x €[a;b] y

Si F(x) = I:f(t)- dt v x e[a;b] —P2C %5 Fa)= E f(t). dt=g.

%~ Y aqui es donde el Teorema Il1-Pr nos rescata de esta engorrosa situacion !!!
Fy P son primitivas de f ; luego, y segln este teorema, si existe X, € [a; b] tal que
F (X,) =P (X,) entonces F(x) = P(x) ; V xe[a; b]. Osea, para decidirsi F=P basta

comparar _fas tunciones en_un unico pL x
Conclusiones: si f:[a;b] > R; F(X) = Ia f(t). dt; P primitiva elemental de f .
1) P=F & P(a) =F(a) & P(a) =0.

P = F, tenemos “casi” resuelto el problema del calculo de integrales.

X
CONTROL SI >F=P > _[a f(t). dt=p); V x e[a; b]
¢, P(a)=0? F)l
NO= P#F= ??77?2??




368

EJEMPLO: f(X)=cosx; x €[0;b]
X
L] x
. I sent dt = F(x)=| S€m X
f(x) = cos x ntegrando > 0 |
: | ' igualamos
vuelvo !
. lerT -
Camino | - __[_ _e.r_ F_C I} L — ...
alternativol [ _ "o derivando | =] P(x) 2l—

CONCLUSION:

P’ (X) = cos X

. P(0)=07?

....................................... 6
busco P
> P(x) =sen x
( prueba vy error) CONTROL |

2

X
:>jOCOStdt: sen X

> X =TI/2 > J.fcost dt =senZ =1

>X =1 > J.(;ccost dt = senmt =0

2
>X=2 > J'Ocost dt = sen?2

. _exploramos el circuito ID para otrafuncién

J'OX [-]

X

f(x)=sen x sent dt = F(x)=
( )(Continua) integrando Io (x)
; :
vuelvo !
Camino | : [ler TFCI] 5

- derivando __ | £y g
;. P(0)=07?
busco P

(prueba vy error)

A
b,
CONTROL l

(II)| ;27272727

Y tenemos asi el:

Segundo _interrogante fundamental: dada F(x) = j':f(t) dt y P otra primitiva de f:
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Al cual da respuesta el:

2do Teorema Fundamental del Calculo Integral —2do TFCI :

Demostracion:

....................... (més adelante)
entonces F(x)=P(x)+k, Vxe[ab] con k==P() ”.

Este teorema permite ajustar el circuito ID de modo que permita calcular integrales de funciones

X
a - © (x)
f(x) (cont) Integrando " '
. l (5) igualamos
vuelvo :
, lerTFCI :
Camino | . _.[ft.F_:._]_
alternativo oo ‘ ' F*(x) = f(x) -« derivando_ |
(1) propongo P; (X) — f(X) (2) busco P
(prueba y error)

(3) propongo
otra primitiva

G(x) =P(x) - P(a)

. - X
Ejemplo: usemos el circuito para calcular Io sent dt

on []

X
f(x)= sen x ntegrando > Io sent dt=F(x)=| - cos x + 1
f a
vuelvo :
. lerT '
Camino | [1erTFCI] ¥
_. derivando_ __ j
FX)=| 6x) <4dsi
busco P | T T
(prueba y error) 'P(X) N COSX ¢G(0)=0?
etrer]
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CONCLUSION:

X
.[o sent dt=-cos x +1 =

> X =TT

»X=2

>X=T1/2 > Jcozsentdt=—cos (m/2) +1 =1

> I:sentdtz-cos(n)+1:2

2
> Iosentdtz-cos(2)+1

Ejemplo: dada f(x) =2x, Df =[3; 7] usemos el circuito para calcular I;f(t) dt, xe[3;7]

[T

X
2t dt=F(x)=| x*-9
f(x)= 2x integrando v '[3 (x) 'y
T i
vuelvo !
. lerTFC '
Camino i __[_ e_r‘ f_?[] V
alternativo| : ;e o “'~.,_ derivando
'« . F~(X) = f(x) T F(X) =| Gy <4sI
busco P g . t
> Px)= X i —-0?
(prueba vy error) T 6G (3)—0 .
eveer]

CONCLUSION:

j;ztdt=>8—9 - >I;2tdt:

[X> Resumiendo el trabajo hecho tenemos

Proceso alternativo para el célculo

5°—-9=16
>j42tdt = f—9= 7
3
un:

1) Proponer P’ (x) = f (x)

3) Plantear todas las primitivas que difieren de P en una constante: P(x)+C, CeR

4) Hallar k de modoque F(x)= P(x) + k > (2° TFCI) 2> k=-P(a)

5) Volver a J.X f(t)dt=F(x) ;
a

reemplazar F por la primitiva elemental obtenida en (4); concluir

X
una férmula elemental para calcular la integral: I f(t)dt= P(x) - P(a) .
a
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En lo que sigue nos dedicamos a validar este proceso; o sea, a demostrar todas las
cuestiones que hacen a la circulacién del circuito ID tanto en forma directa como al revés.

5.11 Relacién entre el Calculo Diferencial y el Calculo Integral

* En parrafos anteriores vimos los fundamentos del Célculo Integral, su aparicion
como una rama independiente de la matematica la cual, entre otras cosas, resuelve el
problema del célculo del area de regiones de contornos curvos, permite determinar el
“efecto total” o “acumulado” en un proceso de cambio con velocidad no constante.

* VVimos también la necesidad de buscar métodos alternativos al de la “definicion de
integral” para posibilitar el “calculo de integrales”; como esta biisqueda contribuye
tanto al hallazgo de importantes resultados tedricos como al descubrimiento de que el
Célculo Integral se podia trabajar como Calculo Diferencial “al revés”. La deteccion
de este hecho tiene consecuencias practicas transcendentes pues es el que finalmente
permite hallar “métodos alternativos” para el “célculo de integrales” .

» Cabe mencionar que aun cuando lo Gtil de este hecho en su momento (y aun hoy), el
desarrollo de nuevas tecnologias y como consecuencia de ello de los “métodos
numéricos”, ha permitido volver la mirada al calculo por definicién de la integral. Y
este hecho tiene su ventaja ya que permite abordar el célculo de integrales de
cualquier tipo de funcion, cosa que no siempre es posible con el Célculo Integral
pensado como Calculo Diferencial “al revés”.

¥~ Una de las cuestiones que vimos al investigar el circuito ID, fue que variando el
extremo superior de la integral generabamos una funcion, la funcién integral.

Definicién_1: (FUNCION INTEGRAL)

Dada f integrable en [a; b] llamamos funcion integral a la funcion F tal que:

> LeyF: F() =) f(t)-dt

> Dom.F = Dom. f = [a; b]

Observaciones:
1.- Por definicion, F noes una funcion elemental; F

su calculo requiere el célculo del

“limite de sumas de Riemann”: ﬁ-]

0 sea, Una operacion que trasciende i X ; > J.O f(t)-dt .
los métodos del algebra y que, salvo casos “Proceso de Integ.”
muy puntuales como el de f (x) = x?,

resulta imposible de realizar.

2.- Para ciertas funciones, bajo ciertas condiciones y trasladado el problema al contexto
geométrico, pudimos calcular F(x) para algunos valores de X's y luego, por induccion,
expresar la ley de F por una férmula “elemental” .

Asi, dada f(x) = x _calculamos F(x) = I(EX] t.

dt para distintos valores de x’s y concluimos,

X > F(x) = 1im S(f.Pjp,].Q)= L =X/ >
P[>0 ’

F(x) =x*
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Luego, derivamos F , obtuvimos F"(x) = f(x); o sea, descubrimos que la derivada de la
funcidn integral nos volvia a la funcion original. Este hecho crucial nos lleva al,

Primer Interrogante Fundamental: “cualquieraseaf, ;siempre sera F (x)=f(x) ?”

La respuesta a este interrogante la dio el ler TFCI , el que demostramos a continuacion:

ler TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO INTEGRAL.

X
Sea f continua en [a;b] y F(x) :Ia f(t)dt la funciénintegral que ella genera.

Entonces, F es derivable en [a;b] v F(x)= f(x), Vxe[a;b].

Demostracion:

a) Dado x,e (a;b) nos proponemos analizar la existencia de F (X,).

Xq +h X
h)— oV f(t)-dt = [ f(t)-dt
Fo)= i F(xg +h) I:(Xo)= l Ia (t) Ia (t) _

h—o0 h h—0 h

fof(tydt + [0 () dt — [ f(t)-dt

= lim =
prop.(13) h-0 h
I:S’Jrhf(t)-dt F(c)-h fcontlg_uaen Xo
= Iim = 1 - - = 1 f C 2 f X
Jim - I lim-—— lim f(¢) = f(x,)
(C>X%o) 1
Por TVMCI (Teo. Valor Medio del Calc. Int.) esih>0 entonces,
existe C €[Xo; X+h] (*) (6 [Xo*+h; Xo]) * Xo+h>x, y, por (%),
(h>0) (h<0) e C X,
tal que: , ,
Xo+h Xo c Xo *+ Ny
[ f()-dt = (). [(x+ h)-xe] = F(e). A
Xo Xo c Xo + h2

Xo ¢ Xo + h3

hi> h2 >h3 20

b)Si x,=a 6 x,=Db.
La prueba esla misma sélo hay quetomar, h= 0" 6 h> 0", seglinsea x,=a 6 X,=b.

Conclusion: como x, es genérico hemos probado que: F’(x) =f(xX); Vxelab]
(g.e.d)
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&~ Otra de las cuestiones que vimos fue que para recorrer el circuito ID “al revés” dada f
debiamos buscar P talque P"=f. A esta P ledimos un nombre: primitivadef.

Definicion 2: ( Primitiva 0 antiderivada de una funcion)

P es una primitiva de f en [a;b] si y sélo si P’ (x)=f(x); Vx e [a;b].

¥~ Vimos también las siguientes propiedades de “primitivas” (pags. 366 -367 ):
Teorema I-Pr: Sif tiene una “primitiva” P, entonces tiene infinitas (P +k, keR)

Teorema I1-Pr: Dos primitivas de f difieren en una constante: G (x) -P (x) = k

Teorema IlI-Pr: Si Py G son dos primitivas de f en [a;b] y existe X, €[a; b] tal que
G(%,) =P(x,) entonces G(x)= P(x) ; V x € [a; b].

De estas propiedades concluimos:
“F"por 1erTFCI: f continuaen [a; b] y F(x) =I: f(t)dt > F(x)=f(X),V x € [a; b].
O sea, F, la funcion integral , esuna primitiva de f en [a;b].

¥ Por Teo II-Pr: dos primitivas de f difieren en una “constante”.
O sea, que dada P, otra primitivade f, existe keR / F(X)=P(X)+k => ¢k?

FUNCION o 2 FUNCION

ORIGINAL | Prueba na primitiva: P(x) = e ORIGINAL

f(x)=x error , dP/dx f(x) = x
todas: X+ C; CeR

:/;

+
Lo O T I -

IX ” .II ;cudl? |—H — =
f(x)=x _ . P f(x)=x
- -

FUNCION a F(x) Iaf(t) dt: otra primitiva [ dF/dx . FUNCION
ORIGINAL . FUNCION INTEGRAL ORIGINAL
4 2 :
Ixtdt=—+k96k°

E a

“dadas f continua en [a; b]; F(X) = _[: f(t)dt y P otra primitiva def;

el valorde k tal que F(x)=P(x)+k , Vx €[a; b], ¢ se puede hallar ?”.
Interrogante que resuelve el 2°TFCI.
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5.12 Relacién entre funcion integral y primitiva

2do TEOREMA FUNDAMENTAL del CALCULO INTEGRAL - (2°TFCI)

Hipdtesis: Dadas: f funcién continuaen [a; b]
P primitiva cualquierade f en [a; b]

F funcion integral asociadaa f: F(x) = Ixf(t).dt;
a

Tesis: para cada x € [a;b] setieneque: F(x) = P(x)-P(a);

0 sea que: X
I f(t).dt = P(x)-P(a)
Demostracion: a

» Por hipétesis > P primitiva de f.
» Por 1°TFClI - F primitiva de f.

» Luego, por teorema Il Pr., Fy P difieren en una constante > F(x) = P(x) + C

X
> Osea > J.af(t)-dt=P(X)+c Vxela;b] (%)

a
» Six=a > jaf(t)-dt =P@) + ¢

0=P@)+C_ = C=-P(a)

~

X
> Reemplazando en (*) > Ia f(1).dt=P(x)-P(a). vy [a;b] (g.e.d)

e Corolarioc REGLA de BARROW

e 2TECH s x=b > |, T(t)Ldt=P(b)~P(a) =P(0)[°

® El 2°TFCI prueba que k= -P(a); osea, resuelve el ultimo interrogante planteado

interviene el extremo inferior de la integral (a) .

. , . X X2 a2
En el ejemplo de la pag. anterior: L t.dt = - + C 2>(2°TFCI) C=- -
. Cx _ x?  a? N X _x2 9
y finalmente: J-a t.dt = - "7 (ej: a=3 2> jg tdt = - 5 )

En definitiva, si por algin medio obtenemos una primitiva elemental de f, el célculo de la

de esta regla hemos entonces concluido exitosamente (sera asi?) la basqueda de un camino
alternativo para el célculo de la integral.

Ejemplo:  ['15t%dt=P(6)-P(0) = 5.6%-50%=1080
(P(t)=5.t%)
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. . 10
¢Hemos resuelto exitosamente nuestro problema? ; ;podemos, por ej., calcular _[l Inx dx?

Evidentemente resulta practicamente imposible hallar P, primitiva de f (X)=In X, por “prueba y error”; por
ende, aplicar Barrow y calcular la integral. Vemos asi que la aplicacion de la potente regla que acabamos da
hallar (la de Barrow) queda supeditada al hallazgo de al menos una primitiva elemental y que esto, salvo
algunos casos simples, no es algo que se pueda hacer por “prueba y error” Surge asi la necesidad de
hallar “métodos” mas eficaces para la busqueda de primitivas. En el parrafo que sigue nos abocamos a
esta cuestion e introducimos para ello un nuevo concepto el cual facilita el trabajo “metddico” que nos
proponemos para esta instancia.

5.13 EIl concepto de “integral indefinida”

Definicion (INTEGRAL INDEFINIDA)

Al Conjunto de Primitivas de f,
* lo llamamos: Integral Indefinida,
* lo indicamos con el simbolo: jf(x)dx.

O sea, Jf(x)dx = P(x)+C; Pprimitivade f y CeR (C =cte de integracion)

5.13.1 Tabla De “Integrales”(Primitivas) Inmediatas
NOTAS:

1) El uso y costumbre ha impuesto el término “integral” para referirse a la “integral indefinida” de
f . Esto sin dudas crea importantes confusiones pues el mismo término se usa para dos
de Sumas de Riemann de f en [a; b] ). El dominio de ambos conceptos es indispensable
entonces para usar este término en el modo y forma que corresponda segun el contexto de
trabajo.

2) El primer recurso del que disponemos para hallar “integrales indefinidas” 6 “primitivas” es el
primitivas de las funciones prototipicas basicas con las que construimos la Tabla de Integrales
“inmediatas”. El resto de las primitivas se encuentran a partir de esta tabla y con el recurso de
“técnicas de integracion ” que se construyen apoyandose en las “técnicas de derivacion”.

o Integrales “inmediatas”:

Xa+1

a+l

1) Jxa.dx = + C ; ax-1
2) J‘i.dx - In/x/ + C

3) Jsen.x adx = —cos.x + C

4) Jcos.x .adx sen.x + C
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5)J- 12 dx = tg(x) + C
COS “ X

6) [eX dx = X + C
1
7) dx = arctg(x) + C
1+Xx
1
8) dx = arcsen(x) + C
1—x2
1
9) dx = -—arccos(x) + C
1—x2

5.13.2 Técnicas de “integracion” 6 de “busqueda de primitiva”:

Existen distintas técnicas que permiten buscar primitivas “con método”. Veremos solo algunas de
ellas y, dado su carécter, las veremos directamente en la préctica. Los métodos que vamos a ver
y usar son:

I ) método de integracién por descomposicion

I1) método de integracion por sustitucion

I11') método de integracion por partes

IV') método de integracion por desarrollo en fracciones simples

5.13.3 Propiedades de la integral indefinida

I1-1) Si f y g admiten primitivas en un intervalo | , entonces “f + g” también admite
primitivaen | y vale: I(f(x)ig(x)}.dx = J-f(x).dx + Ig(x).dx

I11-2) Si f admite primitivaen unintervalo I, k € R ; entonces “ K. f” también admite
primitiva en | y vale: ~fk.f(x).dx = k~jf(x).dx
1-3) (ff(x)dx) = f(x)
Por definicion: [ f(x).dx =P(x)+C con P'(x)=f(x);
entonces ([ f(x).dx ) =(P(x)+C ) =P'(x)=f(x) (qed)
H-4) [f'(x)dx=f(x)+C
Por definicion: J.f'(x).dx =P(x)+C , con P primitiva de f .

Como f (x) es obviamente una primitiva de f“(x), entonces P(x) = f(x). (g.e.d.)
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5.13.4 Notas:

a) ll-1y 1I-2 se resumen en una sola condicion, llamada propiedad de linealidad .
j<k1.f(x)+k2.g(x)>.dx = kllj.f(x).dx + kZ.Ig(x).dx

b) Cabe sefialar que 11-3 muestra que al aplicar los dos procesos uno a continuacion

del otro (integracion y derivacion) comenzando por el de “integracion” volvemos a

la funcion original.
Esto puede hacernos pensar que ambos procesos son “inversos uno del otro”.
Sin embargo I1-4 muestra que si hacemos lo mismo, pero comenzando por la derivacion
volvemos a “mucho mas” que la funcion original pues, debido a la constante de integracion,
volvemos a un conjunto infinito de funciones ( f + C, CeR).

FUNCION df...]
ORIGINAL: f |}—9* 5 FUNCION
DERIVADA:

f+C,.[["'] ¢ \lx

( FUNCION ORIGINAL + C) [

Luego, y en rigor, “integracion” y “diferenciaciéon” no son procesos inversoS uno de otro.
(aplicados uno a continuacion del otro, no siempre se vuelve al punto de partida: al “integrar” una
“derivada” recuperamos mucho mas que la funcion original).

Y este hecho tiene consecuencias practicas que vemos a continuacion a través de un ejemplo.

Ejemplo: Se comienza a llenar un tanque con agua que sale de una canilla a una velocidad
v(t) =3 t%, [v] = Its./h.. Si el tanque tiene 6 Is al inicio, y una capacidad de 70 Its.
¢Cuéanto tarda en llenarse ?

» Datos: velocidad del proceso > v(t) =3t?
volumen inicial =6 (Is) ;  capacidad del tanque: 70 (Is)

» Incégnita: t¢ = instante final 6 instante en que el tanque se llena.

Si introducimos la variable V =volumen de agua en el tanque en cada instante t ;
* podemos reescribir la incognita de manera mas “operativa” = t¢/ V (t;) =70.

» Resolucidn

El problema, reformulado segln el analisis previo, queda:
“conocida v, velocidad a la que se desarrolla el proceso (v =V"),
hallar V=V(t), funcion que rige el proceso” ;
Concluimos asi que el problema consiste en hallar la funcién de la que proviene V ; en definitiva,
en hallar “la primitiva de v”.

v = 32 pruebay error

P(t)=t%; P primitiva cualquierade v, ¢sera V?.
Por Teor.ll Pr.: V() =P(t)+C = V({)=t*+C > {C?

e Aqui apreciamos el rol de la cte de integracion C, que es otra incognita del problema y tan

En este caso, tenemos ese dato: V(0) =6 .
Asi: V()=t’+C = V(0)=0+C = C=6.
Finalmente obtenemos V: V(i) = t®+6
y hallamost;: V(t)=70 = t°+6=70 = t=4 = el tanque tarda 4 hs. en llenarse.

pues la velocidad de entrada del agua no depende del volumen inicial). Y asi, este hecho que por
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un lado valida el modelo, por otro, ocasiona un problema a la hora de reconstruir V a partir de
su derivada v.

: t)dt | Pm+c > vVt
FUNCION dVv/dt_|v-> FUNCION IV( ) (®
ORIGINAL: V DERIVADA. ?| (P primitiva cualquiera de V)

(*) Obtenemos una familia de funciones entre las cuales una de entre todas ellas es la funcién
de la que partimos. Para rescatar la de partida se hace necesario tener algin dato adicional
para, a partir de él, determinar el valor de la constante y, por ende, la funcion original .

En este punto resulta conveniente detenerse y reflexionar acerca de los conceptos vistos.

0 Integral e Integral Indefinida son dos conceptos distintos.
. b . ,
(*) La integral, fa f(x)-dx, se calcula sobre un intervalo y su resultado es un ndmero.

(*) La integral indefinida, If(x)dx, refiere al calculo de primitivas de f y su resultado
es un conjunto de funciones: If(x)dx= PX)+C [ P (x)=f(x)

(*) Laconexion entre ellas se establece en el 2°TFCI (regla de Barrow).
b B b b B b
[[f0)-ax = P(x)); = [ f(x)-dx =( [f(t)at >\a

9 La regla de Barrow,
¢resuelve el problema del calculo de la integral para toda funcion f?

Ya hemos dicho que no, pues no siempre existe primitiva “elemental ” de f.

Resulta claro entonces que si no existe primitiva elemental, volvemos a foja cero ya que no
podemos expresar la funcion integral a través de una “férmula elemental”, obviar asi el célculo
del limite de sumas. Cabe aclarar que cuando decimos que no existe primitiva elemental, ello no

por razones intrinsecas a la naturaleza misma de la funcion.
- -7 2 - - - - e
Ej: la funcién f(x)=e* no admite primitiva elemental; o sea, no existe Pelem)/ P =1
. 3 . 3
Luego, y por ej.; dada _[0 eX’dx no existe P (elemental) / Io ex?dx = P(3) — P(0)

. 3 .
> ¢Implicaesto que la [ e** dx noexiste ?.

2
- No, f(x) =eX" es continua, por ende integrable. O sea, I; ex’dx =L e R.

Lo que no existe es un método sencillo para calcular “L”

. . . . eX sen x
Lo mismo pasa con otras funciones como por ejemplo: sen (X°) ; o ;

¢Coémo evaluamos la integral en el caso que no existe primitiva elemental ?

En este caso no podemos dar el valor “exacto” de la integral pero podemos dar “estimaciones” del
mismo tan buenas como queramos. Y podemos hacer esto de distintas formas:

o Acudiendo a la definicion de integral:

Por definicion la integral es el “limite de Sumas de Riemann”.
Si por alguna propiedad de la funcion integrando podemos asegurar que el limite existe
sabemos entonces que las “Sumas de Riemann” se acercan tanto como quieran a dicho
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valor. Luego, dichas sumas proporcionan un valioso instrumento para calcular valores
“aproximados” de la integral; valores que serdn tanto mejores cuanto mayor sea “n”,
la cantidad de sumandos que se tomen.

n

3 2 ] n. 2 3 2 2

I e dx=lim Y el -Axj = I eXdx ~ Y e Ax,

0 . 0 4 !
‘P‘—)O i=1 )

e Aproximando la funcién por otra funcion “integrable” (polinomios de Taylor)

O sea, otra forma de obtener un valor aproximar de la integral esa partir de:

1) aproximar primero la funcién integrando f por un conveniente polinomio de Taylor ,
2
f(X) — ex pol.de.Taylor p4 (X) =1+ X2 + X4 14

eX" ~ 1+x2+x%1/4

2) integrar luego el polinomio de Taylor .

3
X3 5

fg’ X dx ~ jos(1+x2+x4/2)-dx= x+?+)1(—0 = 36,3

© Evidentemente tampoco podremos utilizar la Regla de Barrow cuando la funcién
integrando venga dada por un grafico o una tabla de valores. En estos casos, o Gnico
gue podemos hacer es dar aproximaciones de la integral, y hacer esto através de
“Sumas de Riemann” convenientemente construidas a partir de los datos que se tengan.

Ejemplo:
La gréafica adjunta muestra el registro de la tasa de “disolucion” (en mg/hs.) de un
soluto en un solvente, durante las 3 primeras horas de puestos ambos en contacto.
A
\Y

5

T
&

£
3]
-]

o 4

Ba.5 1 1}5 2 2.5

Se pide: hallar una aproximacion de la masa disuelta al cabo de las 3 hs .

- funcidén del proceso: m = masa de soluto disuelta al instante “t”.
m = m(t)

- dato: graf.v ; v=velocidad de disolucion del soluto en el solvente.
v=m(t)

- incégnita: Am = “variacién de masa” en el solvente, en 3 hs.
Am = m(3) - m(0)
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- resoluciéon:  Am = J'Og m’(t).dt

Am= [’ v(t).dt ~ Zg:v(ci).mi
i=1

Particion del [0:3]: P={0;1;2;3}; At=1
Seleccion de puntos compatible con P: Q = {c,= 0.5 ; c,=1.5; c5= 2.5}

3
Calculo de la aproximacion TOTAL: . v(c; ).At;
i=1

23: v(c;).At; = 23: v(c;) = v(0.5) + v(1.5) + v(2.5)

i=1 i=1
~ 520 + 600 + 700 = 1820

- Rta: lamasa disuelta al cabo de las 3 hs es de, aproximadamente, 1820 mg.




5.14 Apéndice

Calculo, por el método de exhauscion, del area de T,

trapezoide determinado por f(x)=x> en | =[0:1].

1le Comenzamos calculando para n = 4.
2e Seguimos con n= 8; 16 ; ............. ;

3e Paracada n,tomamos: AX; = 1;0 =% , Vi

4 e Construimos Sumas de Riemann (Inferior y Superior):

*SR(inf)—> cie l; / f(c)=m; =minimode f en I; > altura del r;

n
M = U I'; (region escalonada inferior) ; a( ri)=m;j x %
i=1

*SR(sup) > cie I / f(c)=M; =méaximo de f en |; > altura del R;

n
R = U R; (region escalonada superior) ; a(R;i)=M; x %

i=1

»[N=4]—> 4li; AX; = Ya; Xi = Xja+ Ya; Xo=0 = P = {X,=0; 1/4; 2/4; 3/14; X4=1}

1 1
= a.9
Ry
- a.s
- a.7
= a.6
- 8.5 R
- a.4
- i 8.3
- a.2 R,
- r3 a1 //
r r, R1
a.25 8ls a.7s ﬁg a.z2s5 a.s a.ws
—A._1 —HA_1
I ;41 = region escalonada inferior (n=4) Ry = region escalonada superior
4 4 4 4
_ _ 1 _ _ _ 1 _
afrp = zla(n)—lzl m; Y =0.22 aR[4]—Zla(R|)—Izl MI Y =0.47
1= = = =
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»[n=8]— 8li; AX;=1/8 = X; = X;1+1/8 = P = {X,= 0; 1/8; 2/8; 3/8;...; Xg=1}.

1 1

8.9 a.9

a.8 [

- a7

a.

a. Is

- r7

8.2 re

a.1 F: ry Is

— Sl o B e T .
0.25 a.5s a.7s [ a._2s als a._7s i,

I sy = region escalonada inferior (n=8) R =region escalonada superior

8 8
arpg = Za(ri )=0.27 aRpg = a(Ri )=0.39
i=1 i=1
» En ambos casos (n = 4; 8) vemos que: = T C R[n]
> que, si T fuera “medible” : ar, < a(T) < aRy).

» Vamos entonces al 4toy 5to paso del proceso; es decir, a ordenar el calculo de modo
que si existe algin  “patrén” en la formacion de los términos de la sucesion , este se
haga “visible”.
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Repetimos el proceso tanto como sea necesario hasta hallar un patron de formacion

n|Ax ar[”]zé(mi x%): %'%mi Slam (= aR[ﬂFZ(Mi x%)=%§ M;
41 Ya| Y. (LAY +(28) +(314)°] Va [ (L4)2+ (2/4)%+ (3/4)% + (4/4)*]
(1/4)3. (12+ 22 4 32) = 0.22 < a(T) < 046 = (1/4)3. (1z+ 224324 42)
8| Y| Va.[(U8)+(208)%+ ... +(7/8)%] Ys [(1/8)2 +(2/8)%+.....+(7/8)% + (8/8)?]
(%)*.(12+22+ 3+...+77) = 0.27 < |a(T)[< 0.39 = (%)%.(12+ 2%+ ...+ 72+ 87)
16| 1716 oo || | e,
(i)3 (12+2%+..+159) =030 < [[a(T )< 0.34 = (i)s (12422 +....+15%+16°)
o) @2 30 < < o) (@2
1 2 2 n-1 )2 2 n-1 )2 n )2
R A R | I KA (DR R
— Y : 3 Y
(%) \.(12+ 22 + 324Yr ..... + (n-1)2)} (%) .$12+ 2%+ 32+__+_, + (n-1)%+ nz)}
(1)3, (h—1-n-2n-1 ., <la(T)< (;)3, n-(n+1)-(2n+1),
n 6 © n 5 )

(*) resultado obtenido al aplicar la siguiente formula:
12+ 2%+ 3%+

+Kk2= k- (k +1)-(2k + 1)
6

» El trabajo realizado permite:

a) Expresar el area de cada region por medio de una “férmula elemental”:

. Iy L 1
* drea region escalonada inferior > arp = (=)°. M=H-n-@n-1
n

. . . 1
* 4rea region escalonada superior > aR ; = (=)°.
n

b) Observar que se generan dos funciones, a(n) =ar

ambas con dominio en los naturales.

n-(n+1)-(2n +1)
6
y A(n) =aRpm;

Al conjunto imagen de una funcién con dominio en N, se lo Ilama sucesion; asi,
vemos que al variarn, con n —+o0, Se originan dos sucesiones:
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* la correspondiente a las areas de las regiones escalonadas inferiores: { a r; }nen

* la correspondiente a las areas de las regiones escalonadas superiores: {a R [5)}nen

Ademas, para todo n siempre resulta ar; menorque aR .

arpy<....<arg<.....<arpg < ..., <aRpgs...... <aR g <aRy)
0.22<........£0.27 <..0e..... £ 030 £ ... <034 <. <039 <...... < 0.46
\T.\.. RS 2 :/ : /. —t i/ >
0.22 027  030-5L L, «034 0.39 0.46

Observaciones:

Se puede probar que ar [n] estd acotada superiormente y que a R [n] estd acotada

inferiormente; que esto implica (seglin un resultado basico del Calculo) que ambas tienen
limite para N> oo Asi:
-para n> o ;ar > L

- para N> o ; aR[n]—) L,

si Lj=Ly=L = Tesmedible y a(T)=L

Luego: si L= Ly = T no es medible, no existe a(T)

En el ejemplo tenemos:

lim ar )= lim [(1)°. (n=1)-n-(2n-1)
n—oo n—oo n 6
= lim [L.20°=3n% 40 1
n—oo 6 n3 3

lim aR[n]= lim [(l)? n-(n+1)-(2n+1)

N—»o0 n—o0 n 6
- Jim [* 2n3+3n2+n] _1
n—oo 6 n3 3
O sea, L1:L2=%.

Conclusién: T es medible y a(T) = %
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5.15 Ejercicios

i=1

» Dom.f = | talque I=[a;b]

» P > paticionde I; P={X=a; X1 Xo; X3} were] Xisererr; Xn=b}

» AX; =X ;- X, = amplitud del subintervalo I; = [ Xi ; X;i].

» C; = puntodel subintervalo I

» Q - seleccion de ptos compatiblescon P ; Q ={cy; Cy; C3; ..... 7 Cijees Cn }
n

» S(f;P;Q) > SUMAdeRIEMANN; S(f; P;Q) =) f(c;)Ax

(de una funcién

INTEGRAL | Definicién: I: f(x)dx = |jm S(f;P;Q) (cuandoel limite existe)

en un intervalo) P 1-0
., . . Tg
1) Para la funcién f (graf) adjunta se pide: E'S
a)dadas Py Q en 1=[0;3]; S\
l.‘:n.!
p={0;1;2; 3} :
Q ={%; 32;s52}. 6 1\
controlar que Q sea compatible con P E.S 1“1
y, leyendo del graf., calcular S(f; P;Q). 4.5 \k f(grar)
Indicar que representa el valor obtenido. 3.5 \
o b
- .y = i
b) dar una aproximacién por defecto E.S -
3 Z 1
de I:jo f(x)dx, tomando n=6. 1.8 i
< T
*Sug: tomar c; tal que f(c;)minfenl; 8.5 . 7
c) dar una aproximacion por exceso @.5 2.5 L 15 Z 2.5 8
3 =S v
de I:jo f(x)dx, tomando n =6 %-5 13_
*Sug: tomar c; tal que f(c;) ~ max fen I %-5 _
3 3.5 L L
— . A ., I.I
d) para l_jo f(x)dx ; 4 - -
i ) dar una cota inferior y otra superior de I. E -

i) si I*=j03 f(t)dt: ¢es 1*=17; porqué?.
i) si I** =I03 f(t)dx:¢es I =12; porqué?. (Sug: calcular I** aplicando props de

integs)

e) En el proceso de llenado/vaciado de un tanque indicamos con V al volumen de agua en el
tanque y con v, ala velocidad de variacion de V en el tanque. ( [t]=hs; [V]=Is.; [vV] =Is./h ).
Si V=V(t), Vo=10 y V =Tfgran, entonces:

i) foran), ¢es el graficode V'()?; V, ¢esuna primitivade v ?, porqué?.
i) ¢ AV(3n)=V(3) - V(0)?. Aqui,¢se puede calcular AV(3) con esta diferencia?;
porqué?
iii) Dar una estimacion del “resultado 6 efecto total” del proceso de cambio dentro
del
tanque al cabo de 3 horas de haberse iniciado el mismo.

iv) Si me informan que jos f(t)dt=-225, ¢puedo calcular V(3)?,¢es V(3)=7,75?
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f) Enel proceso relativo al movimiento de una particula P sobre una recta, indicamos
con
X = posicion de P sobre la recta y Vv = velocidad de P. ([x]=ms., [t]=hs.)

Si x=X(t), xo=1y V="fgnp, entonces:
i) fgran, ¢es el graficode X'(t)?; X, ¢es una primitiva de Vv ?, porqué?.

i) ¢AX(3ns) = X('3) —Xx(0)?. Aqui, ¢se puede calcular Ax (3) con esta diferencia?;
porqué? .

iii) dar una estimacion del “desplazamiento total de P al cabo de 3 horas de

haberse
iniciado el movimiento.

. . . 3

iv) si me informan que _[0 f(t)dt= -2,25; ¢puedo calcular x( 3)?, ¢es x(3) = -1,25?

v) Realizar un bosquejo de la trayectoria de P durante las 3 primeras horas de
movimiento.

4 t3 2

g) Si me informan que P(t) = tT—?—QtTjLQt es una primitiva de figran), explicar

porque
este dato permite: i) dar la ley de firary por medio una férmula. Obtenerla.

ii ) calcular con exactitud el valorde | = Jj f (t)dt. Calcularlo.
iii) dar la ley de V () por unaférmula. Darla.

iv) dar la ley de x(t) por unafdérmula. Darla.

Primitiva |Definicién: dada f definidaen I=[a;b];

(de una funcién P esunaprimitivade fen I & P (x)= f(x),vxel.
en un intervalo)

Las primitiva son = una herramienta para el calculo de integrales.

j: f(x)dx = P(b)—P(a) (Reglade Barrow).

Las primitiva son = una herramienta para el calculo del resultado o

efecto total de un proceso de cambio a_v=cte

f=P —)fP’(x).dx = P(b) - P(a) = AP 5,
a
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2) a) Cada una de las funciones “g” de la columna (11) es “primitiva” de alguna
funcion “h”
de la columna (1 ). Se pide unir cada funcién de la columna (1) consu primitiva.

(1) (1)

1) h(x)= 3senx- COZSX a) gix)= 4e®

2) h(x)= % +senx.cos

b) g(x) = - (3 cos x +1/2 sen x)

X
3) h= %2 €) g (x) = In(x-3)—In (x-2) + 5
4) h(x)=8e* d) g (x) = 3senx+1/2 cos x
5 h()= m e) g(X) =% X - % .cos (2x) + 3
6) h(x)=3cosx- f) g)=In(x-3)+x+ =

b) En cada caso que esto sea posible, calcular I; h(x)dx aplicando la Regla de Barrow .

Conocer o saber obtener primitivas de una funcién f continuaen un intervalo I = [a;b],

! permite

. . b ) ;
transformar el célculo de la integral, J'a f(x)dx , en una simple resta (regla de Barrow).

En lo que sigue, y dado la utilidad de esta herramienta, trabajamos sobre el concepto de

| “primitiva”

3) Verificar por el método mas simple las siguientes afirmaciones. Dar luego tres primitivas de f

a) P(x)= Y .X - %.5en (2x) + 3 es una primitivade f(X) = Senzx, en todo |
) P(x) p

b) P(x)=In(1+ . ) esuna primitivade f(x) = — 1  entodol tal que 2;
2—X x2-5x+6
3¢ I
c) P(x)=In|x] es una primitivade f(x) = % ; en todo | talque 0 ¢ I.

1
a“ +x

d) P(x)= 1 arctg (g) es una primitivade f(x) = 51 €N todo I y Va=0.

a
2
e) P(x)= a?arcsen(g)+%(x.x/a2 N ) es una primitivade f(X) =

x/a2 —x? )

Va=0y para todo I c[-al;lal]

4) Hallar por pruebay error la primitiva F de f que satisface la condicién que se indica.
Verificar.

a) f(x)= 5x*-3x> ; F(0)=4
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5)

b)f)=1-—L1_ ; F@1)=0
1+X
c) f(t)= e'+sent : F(0) = -2

d) f = fgran adjunta ; FO)=1 2 | o flgran)

F continua en [0; 3].

0 1 2 3 ~
. >
Hallar por pruebay error g si se sabe que:
a) g (X)= % Jx.x™* : g(4)=5
b) 9" (x) = 1/x ;X<0; 9(1)=5
0 g ()= x+x+1  ;g)=1
d g7 ()=2x+1  g©@=1%y g)=0

e) x=g(t) y g eslafuncion de posicion de una particula que se mueve en linea recta con

aceleracion a=t+5 (m/seg’), velocidad inicial v, =-6 (m/seg) y posicion inicial X, =

9 (ms.)

* CALCULO de PRIMITIVAS de f > P/ P'=f

En lo que sigue procedemos a sistematizar el calculo de primitivas. Para ello vamos a:

1°) Construir una tabla de primitivas “inmediatas” (aquellas que se obtienen por “prueba y

error”’

Est

2°) Estudiar métodos para obtener primitivas, cuando las mismas no sean “inmediatas”.
0S son:

I) Descomposicion

I1') Sustitucion: (lI-a) Directa; (lI-b) Inversa.

[11') Integracién por Partes

IV') Descomposicién en Fracciones Simples

INTEGRAL “Indefinida”. |Definicion:

jf(x)dx: PX)+C /CeR, Pprimitivadef.

(o sea, simbolo usado para indicar todas las primitivas de f )
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TABLA de INTEGRALES INDEFINIDAS “Inmediatas”

* Completar la siguiente “tabla” procediendo por “prueba y error’:

f(x) P(x)

1 (x)

1+x2 (arc tg x)

jf(x)dx: P(x) + C

de =x+C

J

1+x

5 dx =arctgx+C

Método | : Descomposicién > j[a.f(x)+b.g(x)]dx: aj.f(x).dx+ bjg(x).dx

3) Resolver usando el método de descomposicion y la tabla de integrales inmediatas.

a) I(Sx“ +12x2 ) dx
b)J‘[(x—Z)2 +4x—3].dx

3, 2
C)I%.dx

d)J.[T++ }dx
e)jﬁ.(x—ﬁu).dx

f)I (3senx- cosx ). dx
g)J- 3x.sen?x — (1 cos? x)
sen?x

)) I (1 + tg®x) dx
i) (1—cosx).(1+cosx).dX
senx
3 aX
X —=x2et+2x+e
k) j = dx

) jex(1+2e’x).dx
X% + t2
m .dx
)|
X% +t2
n .dt
) [

sen x t.x
0) J- < {X+senxj'dx
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Método Il : Sustitucion
I1-a) Directa:
[taongdx =
g(x)=u
g'(x)dx=du
Calcular :
1) 3) Ix+3dx
1
2) 3) I2x+3dx
2X+5
a)| —————dx
3) -[xz +5x+1
4)
5) a) [ 2.e2%3 dx
6 .
) a) | e5"* cosxdx
7) A [ cos(x3).3x2 dx
8) a)
4 3
9) a)J' 5.x% +12x dx

x> +3x% -5

If(u)du =

P tal que
P(u)=f(u

b) jidx
0) [ g5 O

3x2 + 4
b)| ————dx
)J. x3 +4x

dx

) J.25+1x2

b) I-s.e1—5x .dx

b) I eX*+3 2y dx

b)J' cos()l(nx) dx

..(x2 +3x)°(2x+3)dx ) J‘(|f1)>:)2_dx

1
b) .[x.lnx -dx

P(u)+C=P(g(x))+C

)

Tabla Integrales “Semi-Inmediatas”

1
Jxep =

1
Imdx=

p : polinomio

p(X)
p(X)

dx=

J' 1
a2 +x2

I eMX+h dx =

Ieg(x).g'(x).dx =

j cos(g(x)).g'(x).dx =

[ (a0 .g'(x).dx =

9'(x) . _
o)

5) A) Calcular usando el método de sustitucién directa o tablas de integrales (inmed. 6
semi-inmediata). Verificar los resultados obtenidos mediante derivacion.

a) j(x2+6x—2)20(x+3)dx

b) j(2x-4)—5dx
c) Je“r’x.dx

d) j ex’

e) I xel5%% dx

eX
h) j1+ex.dx

|)J'

x° +4x3 +x
.dx

x8 +6x* +3x2 42

i) Jcoszx sen x dx

k) Icos3 x dx

|)J'

1-Inx dx
dnx '
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f) Icosx sen x dx m)
I[cos(Zx)+x.cos(x2).+cos(x—2)]dx

9) J-x/9—3x dx n) I sen?x dx (aplicar: sen’x= 2 -2

cos(2x) )

B) Para las f del item (A) calcular Jon f(x).dx aplicando la Regla de Barrow,

en cada caso que ello sea posible.
C) El “método de sustitucion” consiste esencialmente en un “cambio de variable”. Asi,
para calcular una integral ("definida”) con este método, no es necesario volver a la variable

original. Verificar la validez de la siguiente formula para el cambio de variable en la integral
("definida”) suponiendo que se conoce P, una primitivade f.

b , (b)
["fee0)ge.ax = [ H(u).du= P(g(b)-P(g(a))
a —— Jg(a)

g(x)=u
nl2 nl2
* Calcular de esta forma: .[o senx cosx.dx  ; I sen(2x—m).dx;
J'TE/Z cos u du - J'l x° +4x3 +x dx
0  senu—4sen u+4 0 x8 +6x% +3x2 +2

D) Verificar que las siguientes integrales no se pueden calcular por sustitucién directa .

J\mdx; j 1 ax: J.SG::X.dX; Iexzdx

x2 -1
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Método Il: Sustitucién

11-b) Inversa:
jf(x).dx _ If(k(t))k'(t)dt = P(t)+C=P(k(x))+C
x:?(t) F"E
dx=K'(t)dt =(f ok)k

* ¢ Qué condiciones deben darse para poder realizar una “‘sustitucion inversa” ?.

6) A) Establecer un intervalo donde la integral indicada exista. Calcular luego la integral
usando

el método de sustitucidon inversa. Verificar los resultados obtenidos mediante derivacion.

a) j\/4—x2 dx ; x=2sent (dato : Icoszt.dtz Yt + Y . sen(2t))

J.il dx ; x=sent

\/].—X2 ,

J ! dx ; x=3sent
\/9—X2 ’

X
d) | ———.dx ;X =sent (dato : Isen t.dt = %t -% .sen(2t))
I\W

B) En este caso tampoco es necesario volver a la variable original para calcular la
integral ("definida”) aplicando Barrow ya que, supuesto que se conoce P, una

primitiva de (f, k). k™ vale la siguiente formula para el cambio de variable por sust.
inversa (x = k(t))

b d
I f(x).dx = J’ f(k(t)).k'(t)dt= P(d)-P(c).
a — C

x=k(t)
- t =k 1(x)
c=k1(a)
d=k1(b)
2 0,5 0
* Calcular de esta forma: J- 4= %2 .dx ;j ' 71.dx : j 71.dx
0 0 \/].—X2 05 \/1—X2

* Justificar la siguiente igualdad con un argumento “geométrico”:
J~0,5 d 5
R
_ ’ \ 1

C) Verificar que las siguientes integrales no se pueden calcular por sustitucion (ni
directa ,

ni inversa):

X sen x dx ; 1 dx; N X 4x : exzdx
.[ .[XZ_]_ X
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Método Il : Integraciéon por Partes ju.dv :u.v—_[v.du

8) A) Calcular usando el método de descomposicién y la tabla de integrales inmediatas 6 semi-

inmed.
Verificar los resultados obtenidos mediante derivacién

a) I x e dx 0) : cos? X dx
b) [ x2e* dx Q) : sen? (x-1) dx
c) i x e2% dx r : cos( In x) dx
d) [ % sen x dx s) : In x dx

e) i X .cos X dx t) : X. In® x dx
f) i X .c0s> X dx u) : x’. In x dx

9) J e* sen x dx V) J arcsen x dx

h) J X [X+4 dx w) J X . arctg x dx
X) J‘x X sen./x dx (sustituir: x = t?)

B) Calcular J.On f(x).dx para f del item (A); en cada caso que se pueda aplicar la Regla de

Barrow.

C) Verificar que las siguientes integrales no se_pueden integrar _“por_partes”

Ile_l.dx : J.SE::X.dx : Iexzdx

(x) .
g(x) "

Meétodo IV: para funciones racionales -> J-f(x)dx con f(x)=

El método de desarrollo en fracciones simples, permite integrar cualquier funcion racional.

No estudiaremos este método en forma exhaustiva, pero profundizaremos lo suficiente para
mostrar como cualquier funcion racional se puede integrar mediante reduccion a las férmulas
béasicas :

J‘x”.dx=ix“+l+c (n#-1); Jl.dx=|n|x|+c;
n+1 X
1 - . 1 1 x -1
I1+x2 dx=arctg x+C X sz_l.dx_zln m+C
. . X : . :
* Una funcion racional g((x)) se dice “propia” siel grado de p es menor queelde q.

* Asi, en la integracion de funciones racionales, tenemos una primera cuestion a resolver:

dividiendo encontramos polinomios t (x) y p(x)/
f(x) = (X) =orr <grq o _ ) r(x) _ p(x) _

- ] a0 g ¢ PR

desarrollando en fracciones simples, reducimos a las férmulas basicas.
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Desarrollo en fracciones simples

Dada la funcion racional “propia” g((;()) (grp <grq);
donde grg=n y (q tiene m raices reales y distintas (m < n), Xy, X2, X3 yeeerene y Xm;
existen n nameros reales Ay, Az, cooeeenen. Ay, tal que:
p(x) _ At Ay a(x ) An linaal - .
= = 4+ 2 4+ ... =20t ;o aly): lineal ; c(y):
a(x) ~ (mx) | (x-xp) o(x) (x=xm) ¥

cuadratica

8)

1)
2)
3)
4)
5)

6)

7)

8)

9)

* Luego, dada la funcion racional propia, si _hace falta, realizamos su desarrollo en fracciones

e integramos. Las integrales a la derecha del igual son o pueden ser reducidas a férmulas

simples
basicas.
Calcular (grp<grq)
1 1
a)jiiédx b) I;jgdx
X X
D gt 0 [ axre®
2X+5 3x% +4
a)| —-————dx )| ———dx
J‘x2+5x+1 )Ix3+4x
1 1
a dx b) | —— dx
)-[x2+9 )-[4x2+16
1 1
a)JXZ_ldx b)sz_gdx
2
a) X< +5x+36 dx
J(x2—4)(x2—9)
1 1
a) |—*  dx b) | —*  dx
J-(x—4)3 J.(x+2)2
2
a)J X2+l gx
(x-2)(x-1)3
b)
1 2X+5
1y e B
a).[x2+4x+5 X J.x2+4x+5
(b*>~4ac<0)

Formas Basicas:

l;: Iildx =

X

ax+bdx

]

p(x

)

dx

o]

x4 +bx® +cx? +dx+e

(4 raices reales #s)

IeFJ[ AL + A2 + As A4 }dx

X—X1  X—=X2 = X—X3 X—Xg4

oY dx= (n#1)
J(x+a)"
- p(x)

dx = (una raiz triple)

J x4 +bx® +cx? +dx+e

A2

Az Aq

+

T A
+
‘{(X—Xl)3

(x-x1)2  XX1

|ex

X—X4

o X+p
lg:

ax2 +bx+c

.dx

J

trab.alg. + 15
a=x0

a = 0; completar cuadrados

L.dx 21,015

(x+h)? £k
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10) a)f p(x). dx I p(x). dx :ﬂ ALx+hp }dx
(x2 +4x+5).(x-1) (ax? +bx+c).(x+d) ax? +bx+c (x+d)
(b-4ac<0)

9) A) Calcular usando el desarrollo en fracciones simples.
Verificar los resultados obtenidos mediante derivacion
X—3 h) 2.x3
a) 2 .dx .dx
JAx2+4x—5 Ixz—x—z
3_ 2 _
b) J‘ . dx i JZX 122x +23x —17 dx
X4 +4X+4 X< —3X+2
c J‘ dx J‘ 6.X dx
2x% +2x-12 i) (x—l)(x2+1)
3x% —10x -4 dx
d) .dx —
IX3_x2—4x+4 K) J.x2+6x+10
¢) 5x —1 dx r (2x+3)dx
x3 - x2 D Jx216x+10
2 s 3
f) x°+4 adx X" dx
J.(x—2)(x2—4x+4) m x4
2 .
X +3x-2 1
Q) .dx n |———.dx
-[x4+x3—5x2+3x ) J x4 -16

1
B) Calcular Jo f(x).dx para f del item (A); en cada caso que se pueda aplicar la Regla de

Barrow.

C) Lassiguientes integrales, se pueden integrar usando el desarrollo en fracciones simples

?.

ALY

..... y se terminaron los “métodos”.

¢Qué pasa con estas funciones?, ;son integrables?. Investigue esta cuestion.

10) Calcular [ sen®x dx usando la siguiente “formula de recurrencia”:

-1 n—1
I, = fsen"x dx =1, = 75en"‘1x cosx + - I, (m=2)

dx
cos*x

| j dx J ny g | 1 sen* 4 n—2 |
= = = =
n cos™dx sectxax "T n—1costlx n—-1 "2 (n

11) Calcular [

usando la siguiente “férmula de recurrencia”:
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12) Calcular utilizando el método que méas convenga:

a) [Vx (x? +1)?dx

senx
b) f VCOS X

X arcsenx
) =

d) [V2x +1 dx

x2 d
e) fx2+x—6 x

f) f sen3x dx

cos?x

g)f1+tg \/_
h) [ x2 sen% dx

I) f x3—x2—x+1

K) [ x arctgx dx
l) [In(3t — 2)dt

m) [ arcsen(2x — 5) dx

t4—x2
n) [——dt
)f 2 Inx -3

(1+In? x)x

P) f4x2+9

X3
D J o



6 — Aplicaciones de la Integral

6.1 Un problema geométrico que resuelve la Integral: area de figuras planas

Acorde a lo visto, para el caso de una funcion f definida positiva, f (X) >0, V x € [a; b]; podemos
entonces describir el proceso de integracion por medio de tres representaciones distintas:

a) simbdlica,
b) verbal ,
c) grafica.
4 b
a) Zf(ci ).AX; cuando nN—w > J‘ f (x).dx
i=1 se aproxima cada a
vez mas a

b) el resulta_do aproximado cuando nN—w _

del cambioen [a;b] ] 7 al “cambio total” en [a;b].

se aproxima cada
6 vez mas

la suma de las éareas

de los rectangulos r;. cuando n—»>co . al areaT.

(4reader). se aproxima cada O region bajo la graf f (f def. positiva)

vez mas
C) r'y A
------ 4
(A
_____ ; / f

hoon cuando n—o

r . 4 T

, se aproxima cada

> ; > vez mas H
a=X, b=x, a b

El item (b) resume dos de los problemas que resuelve el calculo integral: céalculo del resultado ¢ efecto
total de un proceso de cambio y calculo del area de regiones con contornos curvos.

Respecto al problema del area hasta ahora s6lo hemos dado respuesta al caso particular de las regiones
que llamamos “trapezoides”; o sea, las determinadas por una f “definida positiva”. Resta entonces
resolver este problema para otro tipo de regiones planas; por ejemplo, aquellas determinadas por una
funcion f definida negativa (f(x) <0, V x € [a;b]) o que cambien de signo en [a; b].
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Ejemplo: dada f(x) =-5 con dominio en el intervalo [2; 6],
; ! . - y
calcular el area de R, regién determinada por la graf. f y el eje x. _f
(Y SR
Evidentemente, y por geometria elemental: !
a(R)= base x altura = 4x 5 = 20. 2. T 6 X
También por geometria elemental, .
a(R)=a(T) (T trapezoide determinado por -f). R
_5| ............. ——ll)
f

6
Por otro lado, - f es definida positiva = a(T) =.[2(— f(x))-dx =5x(6-2)=20.
6
Conclusion: a(R) = Jz(—f(x))~dx
Si para f(x) =-5 calculamos jgf(x)-dx, tenemos que:

jef(x).dx =j6(—5)-dx = —5x |5 =-30 -(-10) = - 20
2 2 2

Conclusiones:
* si f es positiva en todo el intervalo la integral da por resultado un ndmero positivo.
*si f esnegativa en todo el intervalo la integral da por resultado un nimero negativo.

b
Asi, para f negativa: a(R) # I f(x)-dx (pues a(R)>0 y laintegral negativa).
a

> f definida negativa en [a,b]; el area de R, region comprendida por la graf. f y el eje x
se obtiene integrando (- f), la funcion opuestade f.

y

'

b
a(R)=a(T) = L(—f(x))-dx.




X> f cambia de signo en [a,b]; el area de R, regién comprendida por la graf. f y el eje x
se obtiene subdividiendo el intervalo en cada punto donde f cambia de signo; calculando las
areas de las regiones en cada subintervalo donde el signo f permanece constante; sumandolas.

Osea;, R=R; UR,

areaR= area(R; UR,)=dareaR; +4reaR , Y

Porlo visto: a(R;)= Ic f(x)-dx
a

b
a(Ry)= a(T) = jc(—f(x»-dx

Luego: 4&reaR=a(R;)+a(T) = Icf(x)-dx + Ib(—f(x))-dx
\a c
Y

sreaR = a(Ry)+a(T) = Lc|f(x)|-dx ¥ 'Cb|f(x)|.dx

b
Finalmente: areaR = I |f (x)|- dx
a

= Area de la region determinada por la grafica de una funcién vy el eje x

Los tres casos vistos para el calculo del area de R, region comprendida entre el grafico de una funcién
f definida en [a;b] y el eje x, pueden resumirse en uno ya que, en cualquier caso, el areade R_se
obtiene calculando laintegral entreay b, del valor absoluto de f

f]=f
b —— b
o f definidapositivaen [a;b] = a(R)= j f(x).dx = j | f(x)].dx
a a
£ =—f
b —— b
o f definida negativa en [a;b] > a(R)= I(—f(x)).dx N j | f (x)].dx
a a

e f definida en [a; b] > a(R)= I:|f(x)|.dx

Ejemplo 1:
Graficar R, region determinada por f(x) =2x+1yel ejex, si Df =[1; 3].

f A
Hallar al area de la region R. /

f>0 ;
aR= [Pt = [PFo0 s [Paxetyac=10 | P

v
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Ejemplo 2:

Graficar R, region determinada por f(x) =x*—2x yel ejex, si Df =[0; 2].

Hallar al éarea de la region R.
f<0

a(R) = Ioz|f(x)|.dx — IOZ(—f(x)).dx:

2
= IO—(XZ—ZX).dX = 4/3

Ejemplo 3:

v

Graficar R, region determinada por f(x) =senx yel eje x, si Df =[0; 2x].

Hallar al area de la region R.

27 27
a(R)= [ " IFO0)dx = [ [sen x].dx
2
= In|sen x|.dx + I 7t|sen x|.dx ==
0 I

T 2n
= Io senx.dx + I(—sen x). dx =4

2n

27
Nota: Observar que, jo senx .dXx = -cos x
0

Ejemplo4: dada f(x)=-x +5 con Df =[1; 8]

8
a) calcular L f(x)-dx

A

=(-cos2m -(-cos0)=-1+1=0

b) calcular el &rea de R region comprendida por la graf. f yelejex.

c) Comparar los resultados.
2

a)ff(x)-dxz jf(—x+5)-dx - ’2‘ +5x

%’_J
Barrow

8
b) areaR =L £ (x)|-dx

5 8
area R =Lf(x)-dx +j5(—f(x)).dx =
9 25

= 8 + = =
2 2

* En este caso, donde f es lineal, podemos calcular
mas rapido y facil acudiendo a la geometria elemental.

Asi, subdividimos convenientemente el intervalo y
calculamos el area de los triangulos formados.

R=R;UR, = a(R) =a(R1)+ a(Ry)

= (-32+40)-( 5 +5) =

N |




a(Ry) = % (basexalt) = %2 (4x4)=8
a(Rx)=a(T) =% (base xalt.) =% (3x3) =9/2
9 25

a(R)=a(Ry)+ a(Ry)=8 + EZ )

8
¢) Conclusién: Lf(x)-dx # a(R)

= Area de la region determinada por la grafica de dos funciones f y a.

Sean f y g dos funciones definidas en el intervalo [a;b] y tales que f(x) < g(x) V X € [a;b].

En este caso queda determinada una region plana R ; definida como sigue:
R={(x;y)/asx<b;fx)<y <g(x }
Teorema

Dadas: * f y gdos funciones integrables en [a;b] y tales que f(xX) < g(X) V x € [a;b];

* R laregion plana determinada por f y gen [a;b];
b
entonces: a(R) = J [g( x)—f (x)] dx
a
Demostracién: la demostracion se divide en dos casos:
Casol: 0L f(x) <g(X); VX e[ab]

Caso2: f(x) < g(x) ; VX e[ab]

Casol: 0< f(x) £g(x); VX e[ab] (osea, ambas funciones definidas positivas)

Sean: T;={(x;y)/a<x<b; 0<y <g(x)}

Luego: Toc T1 2 R=T;- T,

a(R) =a(Ty) - a(T2)

T,={(x;y)/a<x<b; 0<y <f(x)}

401

R={(x;y)/a<x<b;0<f(x) <y <g(x)}

b b
, a(R)= Lg(x)-dx - Lf(x)-dx; (fyg positivas)
X

b
a(R) = ja [a(x)= f(x)]dx ; ( por linealidad de Ia int)
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Caso2: f(x) £g(x); Vx e[ahb]

N g+k Sea: R={(x;y)/a<x<b; fx) <y <g(x)}
K\ Luego, existe k € R tal que:
T 0<fX)+k <gX)+k: Vx el[ab]
T={(x;y)/a<x<b ;0 <f(x)+k <y < g(x)+k }
f+ Kk
Y estamosenel Casol; o sea,
b
g a(M= [ [(g00)+k)=(F(x)+k)]dx;
> b
4 N a(m=]_[g(x)- f00]dx;
R
Como Ry T son la “misma figura” pues al trasladar las

funciones en un valor k, lo que hacemos es trasladar la
region R un valor k “sin deformarla”; tenemos que:
f
a(R) =a(T)
b
a(R) = [ Tg0x)-f()]dx
Nota : en definitiva, cualquiera sea el caso el area de una region comprendida entre dos funciones
se calcula haciendo la integral de la funcién de “arriba” menos la de "abajo’.

6.2 Un problema de la Fisica que resuelve la Integral: “trabajo”

Basandonos en la Fisica elemental, podemos determinar el “trabajo” (W) realizado por una fuerza para
mover un cuerpo en linea recta. Para una fuerza en la direccion del movimiento y de magnitud constante
la formula correspondiente es: W = fuerza (cte) x desplazamiento.

Vimos luego (pags. 353-354) que si la fuerza no es constante, el trabajo se calcula acudiendo a un
proceso de integracién, el trabajo realizado por F en [a;b] se obtiene de hacer:

n b
Wiaby = [im D F(ci )xAx; = LF(X)-dx

‘P‘%O i=1

6.3 Otros problemas de la Fisica que resuelve la integral:
“cambio total” 6 “variacion total” en un proceso de cambio a velocidad
variable

El 2°TFCI permite concluir la Regla de Barrow; regla que proporciona una forma practica de evaluar
la integral para toda f continua en [a,b] que admita primitiva elemental P, en [a, b] .

j:f(x).dx= P(b)—P(a)

Como P" = f, reemplazando en la férmula anterior tenemos:

j:P'(x).dx= P(b)=P(a)=AP
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Con esta formula confirmamos todos los supuestos hechos al inicio de este tema y concluimos el:

e TEOREMA del CAMBIO TOTAL

“la integral de la razon de cambio es el cambio total

principio se puede aplicar a todas las razones de cambio en las ciencias naturales y sociales.

» Si V esel volumen de agua en un tanque en cada instante t , entonces su derivada V’ es la
razén a la que esta variando el volumen de agua en el tanque en el instante t y, por lo tanto,
tZ
L VI(t)dt= V(t; )=V (t; )= AV]y ., ]

1
“cambio total ” de la cantidad de agua en el tanque entre t; y t, . (0, “variacion total”).

» Si P indica la cantidad de individuos o “poblacion” de cierta especie en cada instante t,
entonces su derivada P~ es la tasa de crecimiento (o decrecimiento) de la misma . Por lo tanto,

Ltf P'(t)dt= P(ty )—P(ty) = AP[ .¢,]

“variacion total” en la poblacion durante el periodo comprendido entre t; y t,.

> Si M es la masa producida en una cierta reaccion quimica en cada instante t; su derivada,
M” = v, la velocidad de reaccion. Por lo tanto,
t
jtz M'(t)dt= M(t, )-M(t; )=AM

1
“variacion de masa” producida entre t; y t,. (6, “ masa acumulada”).

Ejemplo: sea v=

m

2 n vy ]2
2

(10-2t) dt seg .

4
Luego IOV( t).dt =AM ) = M(4) — M(0); variacién de masa producida a los 4 segundos.

Para calcular esta integral basta hallar una primitiva P cualquiera de V ; es decir, esta no tiene
que ser necesaria y exactamente M.

1 4

10-2t |o

1 1 4
= >- = ="2040 (mg.
2 10 10 (mg)

AM =j;v(t).dt= P(t)g =

¢M@)? > M@)= AM - M) =0, 40 - M) (para responder necesitamos un dato: M) )

> Si la masa de una varilla, medida desde la izquierda hasta un punto x, es m(x),
entonces m”(x) = 8(x) es la densidad lineal (masa por unidad de longitud) en cada punto x.

Por 1o tanto, j; m’(x).dx= m(b)=m(a)=Am ,

es la masa total del segmento de varilla comprendido entre x=a y x=bhb.

> Si un objeto se mueve a lo largo de una recta con funcion de posicion x = X( t), entonces
su velocidad es v(t)=x'(t).
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Por lo tanto, Ittzx’(t).dtz X(ty )=x(t; )=Ax ,

es el “variacion total en su posicion” 6 “desplazamiento total” , AX, entre t; y t,.

-

t1 to t

’_.

@ 9 »>
0 X u AX X2 X

(*) En este caso, si la velocidad cambia de signo en el intervalo de integracién, hay que tener sumo cuidado
en la interpretacion del resultado; recordar que “desplazamiento total ” y “distancia” recorrida
por un movil en un cierto intervalo de tiempo [t;; t,]; son dos nociones distintas. Una resulta
de integrar la velocidad, v ; la otra, de integrar la rapidez, | V| .

Ejemplo: Una particula se mueve sobre una recta de modo que su velocidad en cada instante t es
v(t) = - 6t 2+18't (m/sg); (a)¢cuanto se desplaza esta particula en cada uno de los
periodos de tiempo que se indican a continuacion: 0< t<2; 0< t<3 ; 0< t<4;
0<t<4,5; 0<t<5 ?; (b)¢qué distancia recorre en cada uno de tales periodos?.

(a) Desplazamiento de la particula en cada At.

0<t<2 >  AX = IOZ(—6t2+18t).dt:20

0<t<3 > Ax = IO?’ (- 6t2 +18t)dt = 27

0<t<4 D> AX = 04 (- 6t2 +18t)dt = 16
0<t<45 >  AX = .[045(—6t2+18t)dt: 0
0<t<5 >  AX = IOS (- 62 +18t)dt = - 25

@ ¢Como se entienden estos resultados?; ¢ puede la particula desplazarse “menos” en 4 seg. que
en 3?; ¢ puede ser AX =0 ?; ;puede ser Ax< 0?.

*el signo de la velocidad tiene una interpretacion fisica concreta: indica el sentido del movimiento de la

En este caso v(t) = - 6t %+ 18 t . Luego, si suponemos que el eje del movimiento es una recta
vertical; que la orientacion positiva del mismo es hacia arriba; tenemos que:

* v(t)>0en [0,3) - la particula sube entre [0, 3];
*v(3)=0 - la particula cambia el sentido del movimiento, a los 3 seg.
* v(t) <0 en [3, +x) > la particula bajaa partir de los 3 seg..

Luego, y recordando que AX = X(tf) — X(t,), los resultados obtenidos tienen total sentido.

* el desplazamiento alos 4 seg .(Ax =16) es “menor” que a los 3 (AX=27) pues la particula
“sube” hasta los 3seg. y a partir de alli comienza a “bajar”.
* AX =0 indica que la particula, “bajando”, a los 4,5 seg. ha llegado al punto de partida (x = 0)
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* AX< 0 indica que la particula, “bajando”, ha sobrepasado el punto de partida.

¢,Como verificamos? : un camino, a traves de la funcion de posicion de la particula, x = x (t).

¢ Coémo obtenemos x = x (t)?: recordando que X (t) es una primitiva de v(t) =- 6t 2+18t;
(752 Ari . t t 2 3 2
Calculamos para un “t”genérico: AX[o. (] = Io v(t).dt= IO(—61 +181).dt=—2t° + 9t

AXp.p = X(1)- X(0) = X(t)- x(0)=-2t°+9t

Concluimos que: X ()= -2t® +9t> + X(0). ————————> X(t)=-2t> +9t? +25

six(0)=25
XH-E3
| ey =y
N e e e e e oo - |
as
AX = 27 | \
a5 T N
AX = 0 “._%-./.............. cecesselscases ......é ............. :......\
15 Wy 1\
5 L1
\l;\ : t
- r - > [ = :
- 1 2 K 4 |_45_| 5 \
- |

(b) Distancia recorrida en cada At.

2
0<t<2 S dpg = Ax= jo (- 6t2 +18t)dt = 20 (ms))

3
0<t<3 S dog = Ax= IO (- 6t2 +18t)dt = 27 (ms.)

0<t<4 > dpgy

3 4
dpo.a + dps. g = j v(t).dt+I —v(t)dt= 27+ 11= 38 (ms.)
0 3
3 45
0<t <45 > dpag = dog+ dgag = jov(t).dt+j3 —v(t)dt= 27 +27= 54 (ms)
3 5
0<t<5h > d[o; 5 = d[oy 31t d[g; 5 = J.OV(t).dt'FJ.S —V(t).dt= 27 +52= 79 (ms.)

6.4 Otros problemas geométricos que resuelve la Integral
6.4.1 Longitud de un arco de curva C

* Dada una curva plana C de puntos extremos A y B, deseamos calcular la longitud de C.

C * ;Como haria para “estimar”
la longitud de esta curva?.
*¢ A que “herramientas”
de la geometria analitica
acudiria a tal efecto?

(Antes de seguir reflexione un
instante sobre estas preguntas,

A descubra que sus conocimientos
previos lo habilitan a responderlas)
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*Si C=r, unsegmento de recta de extremos A(X1;y1) ; B(X2;y2), sabemos resolver el problema.
(Obviamente, previa introduccion de un sistema de referencia).

6Ay long. ras=d (A ;B) =
5 long. rag = x/(xz—xl 2 =(y2—Y1)?
4 * En el ejemplo:
A(1;2); B(9;4)
3--
*long. ras=d (A;B)
2 long. ras= /82 +22 =/68
1 *y tenemos un valor “aprox.”
| de long. Cas (= +/ 68 = 8,25)
2 4 b [¢ 7 J Sﬂ

*Si C noes un segmento de recta, no sabemos calcular su longitud, acudimos entonces a resolver el
problema apoyandonos en el caso conocido (“longitud de un segmento de recta™); o sea, acudimos
a un “proceso de integracion”:

(1) subdividimos el problema (en este caso, la curva C): la curva queda dividida en “n” sub-arcos Ci.

(2) realizamos las aproximaciones parciales: reemplazamos cada sub-arco por un segmento,
calculamos la longitud de cada segmento.

(3) realizamos la aproximacion “total”. suma de todas las aproximaciones parciales.

(4) calculamos el limite de estas sumas para la norma de la particion tendiendo a cero.

Proceso de integracion

Ciypatp—C

(1) subdivisién del problema

Tomamos “n+1” puntos de CAB

B=P,
{P,=A; Py; Py;...... s PiG ,P,=B}
Estos puntos generan “n” subarcos : A=P,
Cl; CZ; ......... ; Ci; ........... s Cn

(2) aproximaciones parciales: aproximamos cada C; por el segmento que une sus extremos.
/ Sy

long. C; = long. P,_; P, )

long.Ci =z d(P_;;P) ’ i y 2 \\

(3) _aproximacion “total”: P,

w
0
—
o
i

Si indicamos con P a la poligonal
determinada por los P;, tenemos que 1+

long. Cpg = long. P = Z d(P, ,;P)

i=1

N
!
>
1
0




(4) calculo del limite de la longitud de las poligonales.
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Def : decimos que el arco de curva C,g es “rectificable” si existe un nimero “L ” al cual se

acercan tanto como se quiera las longitudes de las poligonales P, cuando d (P, ;;P;) >0, Vi

Def: si C,g es “rectificable”,

im Zn: d(Pi-;Pi)

P‘*)O i=1

*Lzl
|

*a L lo llamamos “longitud de C g5~

n
longitud de Cag = |im 2. d(Pis;Pi)

|P|=0 =1

Hemaos desembocado en un limite de sumas, por ende, en una integral; pero, ;cdmo la calculamos? .
Y aqui se abre el camino ya que la funcion integrando depende de la forma como esté dada la curva.

Tenemos asi dos casos:
Caso1l: C=graf f, f definidaen [a;b].

Caso 2:

Caso1l: C=graf f, f definidaen [a; b].

Introducido un sistema de referencia los puntos

{Po; Py; Pyj.. TPy, . P}
definen una particion de [a; b],
oD ={X=a ;X1 X} o} Xijowwo Xn=b}

yA

C dada por sus ecuaciones paramétricas ; o sea, C = { xy) ! x=x@®); y=y(1t),t e[a;b] }

e Pi(Xi;yi) > PP =(AX;AY;) ®
. a=X, X X, X3 b=x, X
L] |0ng.P: Z d(Pi—l;Pi)
i=1
long. P = d(P_;P)= n Ax; +A%y; ; ocon Axi=xi-xiu Ayi=yi-y.
i; 1 ; N 1 1

e TEOrema :

b
longitud C,g = L = ja 1+ f'2(x) .dx

n
Demostracion:  Por definicion: L = |im Zd(Pi_l;Pi) ;

‘P‘—)O

n

lim >,

|P|=0 =1

osea; L

\/Az X +A2yi

i=1

= lim >

|P|=0 =1

Ay;

Si f yf soncontinuas en [a; b] entonces C =graf f es rectificable y vale:

f continua y derivable en [a;b] - (Ter. Lagrange) > Ao =f (ci) con Cie (Xiy; Xi) (1)
X
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Reemplazando en (1) : || 90 = \/1_*_(%
Ay; jz Ax; ’

L= |im Zi: \1+(Ax- = lim Zn: J+(Fe)f Ax; £

|P|—=0 |P|=0 =1

= lim Y 9(ci).Axi = lim S(@ P:Q) = [[g(x).dx

P]>0 =1 |P|—0
b
Finalmente, reemplazandog: longitudde C,g = L = Ia 1+ f'2(x) .dx (qge.d.)

) ) Xx=x(t)
Caso2: C: telc:d]

y=vy(t)

Trabajando en forma analoga a la anterior llegamos a L= |im Z \/AZ X +A2 Yi
|P|=0 =1

teniendo en cuenta que en este caso:

Axi=x(t)-x(ti); i)t(l =X (o) con o€ (tiy; tj) (teoremade Lagrange).
i

Ayi=yt)-y(tid); ii/' =y (Bi) con Bie (tiy; ti) (teorema de Lagrange).
i

d
Concluimos que: longitudde Cpg = L = J JX2(x)+ Y 2(x) dx
C

6.4.2 Volumen de S, solido de revolucion

Al hacer girar alrededor del eje x la region R comprendida entre la curva graf. f yel eje x
se genera un solido “S”, llamado “sélido de revoluciéon”,

Y a y A

| é
X= _—a ‘ X

Para obtener el volumen del sélido S debemos acudir a un “proceso de integracién” ; o sea:
particionar el intervalo; obtener las “aproximaciones parciales”; sumarlas y obtener la “aproximacion
total”. Finalmente, analizar si las aproximaciones totales para la norma de la particion tendiendo a cero
tienden a un ndmero. Si lo hacen, este nimero es, por definicién el volumen del sélido S.

Se demuestra que si f escontinuaen [a; b], entonces:

b
vol. S = nja f2(x).dx

Ejemplo: dada f(x) =x en [0; 3] se pide:
*) graficar S, el sélido de revolucién que genera la region R determinada por f .
*) calcular el volumen de S acudiendo al calculo integral.
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*) si se trata de un solido o “cuerpo” conocido verificar si el resultado obtenido
coincide con el “conocido” de la geometria analitica.

y Yy
4 4 h-=-altura=-3 —
3 3
2 > V=X 3 :
y = / / r = radiol= 3
1 R 1e :
X X
. — :
~~~~~~ 1 2 3 4 3! 4
BT — T : —1 '
— 2 D _> ;
,"‘
—3 —3<~ CONO

3 3
*) vol. cono = nIO X2 .dx =g. ’; 8:91‘[\/

*) vol. cono = % “area base” x “altura” = % “L.r?” x “h? =9 v
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6.5 Ejercicios: Aplicaciones de la Integral

1) Dadas las figuras planas que se indican a continuacion, se pide:

a) hallar el &rea de las regiones sombreadas con las formulas usuales de la geometria.
b) Verificar luego el resultado hallado con el auxilio del Calculo Integral.

y y=X y y=X

v

2) Las figuras planas que se indican a continuacion estan generadas por las funciones f, g , h
con f(xX)=-x; gx)=Ff(x) +3 y h(x) =f(x) +4;y todas definidas en el [3; 5]. Se pide:
a) hallar el area de las regiones sombreadas con las formulas usuales de la geometria.
b) Verificar luego el resultado hallado con el auxilio del Calculo Integral.
A 1
y y y

v

v

3 S 5

8281082

><V
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3) Las figuras planas Ty; T,; Tz acontinuacion estan generadas por las funciones f, g, h
con f(x)=-x2+9; g(x)=f(x)-5 y h(x)=F(x)-9; todas definidas en el [0; 3]. Se pide:

4 A 4
y r y y

v
v
v

a) hallar el &rea de Ti; T,; T3 con el auxilio del célculo integral y verificar que todas
tienen el mismo area. Justificar este resultado.
b) Graficar la region determinada por f y -f en el [0; 3]; hallar su area:

1ro) con el auxilio del célculo integral. ; 2do) Aplicando propiedades de la geometria.
c) Graficar las regiones R;, R, y Rj simétricas respecto del “ejey” de Ty, To y T3
respectivamente . Hallar luego las areasde Si= TiUR;; i=1,2, 3.

1ro) con el auxilio del calculo integral.

2do) aplicando propiedades de la geometria.
d) Para f, g, h definidas en [0; 3] determinar el o los valores de “c” del Teorema del

Valor Medio del Calculo Integral. Interpretar geométricamente el resultado en cada
caso posible.

e) Para f, g, h definidas en [- 3; 3], determinar el o los valores de “c” del Teorema del

Valor Medio del Calculo Integral. Interpretar geométricamente el resultado en cada
caso posible. Valor

4) Sif(x)=-x3+8 g(X)=f(x)-7; h(x) =f(x)-8

a) Graficar las regiones T; R; S respectivamente comprendidas entre el gréfico de
f, g, hyel ejex y todas con dominioenel [0;2]. Luego, calcular su area.
b) Graficar lasregiones T, R y S, respectivamente comprendidas entre el gréafico
de f, g, h y el ejex (y todas con dominioen el [-2; 2]). Hallar sus areas.
1ro) con el auxilio del calculo integral;
2do) Aplicando propiedades de la geometria (en el caso de ser posible).
c) Para f, g, h definidas en [- 3; 3], determinar el o0 los valores de “c” del Teorema
del Valor Medio del Calculo Integral.
Interpretar geométricamente el resultado en cada caso posible.
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5) Si con R representamos un circulo de radio 5, se pide:

a) Graficar el circulo en un sistema cartesiano ortogonal, indicar las funciones que
representan su contorno, escribir la region R en funcién de ellas.

b) Dar el area de las siguientes figuras planas a partir del area del circuloy
la aplicacion de propiedades geométricas pertinentes al caso. Luego, obtener
el area de las mismas pero a través del calculo intgral.

i) un cuarto de circulo.
i) medio circulo.

6) Hallar el area de las regiones rayadas mediante adecuadas integrales definidas.

b)y4 y=-x2 +6x-5

P

2 y0,4
:1.' d 0.3 y _ X3 X
1 ) 02 -
C) y=é&-3
! 3 4 0.75 -0.25 0.25 0.75 125
I 0.1 X
0.2
03
0.4
N N - - - - 4
y
3 35
y
e) . f)
. y _ X2 3
) 15 N

y=-X+2 1

05




7) Calcular el area de las regiones limitadas por:
a) f(x) =x*—4; g(x)=-(x-2)°
b) y=cosx; y=senx; x=0; x=p.
c) y=Inx; y=1, x=2 y=0.
d fx)=0; g(x)= x*—2Jx|-3.

8) Parala funcion f cuyo gréafico se adjunta se pide:
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a) dar Iy, e Iy con n=16, T i
aproximaciones por 4.5 ()
por exceso y defecto 4.0 ]
respectivamente de et
8 3.5
| = J' f(x) dx -
0 50 -
Hacer esto aplicando un ' ot
conveniente “proceso de 2.5 ra -
integraciéon” y “leyendo”
del graf. f los valores 2.0
que necesite al efecto. p
1.5 ip?
8
b) CalcularlzIo f(x) dx Lo
para f(x)= /2Xx . 0.5
c) VO F: estimar el “orden” del )‘
1 2 3 5 8 X
error cometido al aproximar
I con Iy, e I del item (a).
¢, Como haria para que estos errores, E=|1-l;s| 6 E=]|I- lis| , sean menor a 1/10 ?

1
9) Demostrar , usando un conveniente polinomio de Taylor que ff e~t’ dt ~ 0,4613

10) Sea g (x)= L:f(t).dl -donde f esla funcion cuya grifica se muestra:

|

l

|

a) Evaluar g0),g(1).g(2),80G).g(6) Y4

b) ;Sobre qué intervalos g es creciente?

c) (Dénde tiene g un valor maximo?

d) Hallarlaley de g. ; ‘

€) Graficar g y g~ >

.
=

11) Dada F:[1;5] 9 R con F(x)=LX (t3 —3t2 —2).dt,
se pide calcular F~ por dos caminos distintos
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12) Dada F:[0;10] > R con F(x):jox(s—t).dt, se pide:

a) Calcular F(3); F(4); F(6); F(9). Interpretar geométricamente los valores obtenidos (si puede).
b) Calcular F (x) por el camino “mas simple”.
c) Graficar P; Q; R siendo estas funciones 3 primitivas de F~ (x), tales que:
PO0)=2; Q(0)=0; R(0)=-2;
Luego, indicar si alguna de ellasesigual a F

13) Para la funcion f cuyo grafico *y
se adjunta se pide: 4 e

a) dar um valor aproximado de 2/ y
1 2 3 4\ 5 6 7 8

al) ;f(x) dx

* 5
az f(x) dx —4
) [, 00 ) \

° 6 \
as) . f(x) dx -8 \

.o 7 -10
a4).0f(x)dx 1
Hacer esto aplicando un ~14
conveniente “proceso de _16 \
integraciéon” y “leyendo” \
del graf.f los valores 18 \
gue necesite al efecto. -20 \

b) Dar una estimacién del areacomprendida por el graf f y el eje x, para cada uno de los
intervalos que se indican a continuacion: [0, 4]; [0,5]; [O, 6]; [O, 7].

c) Sabiendo que el graff es el de una parabola, se pide:
c1) hallar laley de f.
c2) Calcular I4f(x)dX' jsf(x)dx : jef(x)dx- I7f(x)dx :
0 " Jdo " Jdo "Jdo ’
luego, indicar si las aproximaciones obtenidas en (a) son por exceso o por defecto.

d) Calcular las areas indicadas en el item (b) e indicar el caracter de las aproximaciones.

e) Si x=x(t) es lafuncion de posicion de una particula que se mueve a lo largo de una recta,
y v su velocidad entonces v=x'(t). ([x]=km ;[t]=hs. y [v]=km/hs.

el) Si v="f(t) sepide explicar que representa (y porqué) c/u de las integrales en el item (c).

Sugerencia: tener en cuenta que v="f(t) y v=x'(t); osea, que f(t)= x'(t); aplicar el
TEOREMA DEL CAMBIO TOTAL (parala funcién de posicion x = x(t), v(t) =x"(t)
AX = “desplazamiento total” entre t; y t, es:

Ax= [ x(t)dt= x(t; )=x(t; ).

e2) Graficar la trayectoria de la particula si_x (0) =2, hallando para ello x = x(t).

e3) Explicar que representa (y porqué) cada uno de los valores obtenidosen el item (d).
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> Cambio total o variacién total en procesos a velocidad variable.
Para resolver problemas donde la incognita es el “cambio o variacion total” debida
a un “proceso de cambio” tenemos un importante resultado tedrico en el que se tiene un
principio valido tanto para razones de cambio en las ciencias naturales como en las sociales.

© TEOREMA del CAMBIO TOTAL

En un proceso de cambio:
“ la integral de la razon de cambio es el cambio total ”

De otra forma, si z = f (t) es la funcién que describe un proceso paracadat en[a;b] y v
la velocidad del proceso, entonces v =f'(t) y Af, lavariacién o cambio total de f, es:

Af = jab v(t).dt = j: f(t).dt= f(b)—F(a)

En los problemas que siguen se sugiere tener en cuenta este teorema.

o ; . . N . 10
14) a) Si w'(t) es larazdn de crecimiento de un nifio en Kg. por afios, ;qué representa jsw'(t).dt?

. . . . . 120
b) Si se fuga aceite de un tanque a razén de r =r(t) Its./min., ¢ qué representa IO r(t).dt?

¢) Una poblacion de abejas se inicia con 100 ejemplares y se incrementa a razén p’(t) especimenes

12
por semana, ¢ qué representa .[o p'(t).dt +100°?.

15) Si f’(x) es la pendiente de una cuesta
a una distancia de x metros del principio
de la misma,

10
¢ qué representa _[5 f'(t).dt?
0 Xx=5 x=10

16) Una particula se mueve sobre una recta de modo que su velocidad en cada instante t es
v(t) =-6t%+ 18t (m/sg); (a) ¢ccuanto se desplaza esta particula en cadauno de los
periodos de tiempo que se indican a continuacién: 0< t<2; 0< t<3 ; 0< t<4;
0<t<45; 0<t<5 ?; (b);qué distancia recorre en cada uno de tales periodos?.

17) Siv(t)=-6t*+18t (Is/h) representa la velocidad con que entra(sale) agua de un

tanque que inicialmente tiene 25 Is. de agua ; se pide:
(a) determinar la variacion de volumen en el tanque en los periodos de tiempo

que se indican a continuacion: 0< t<2; 0< t<3 ; 0< t<4; 0<t<45.
(b) determinar el volumen total de aguaen el tanque a las 2;3; 4y 4% hs.
(c) el tanque, ¢;se vacia en algun instante?, ¢cuando?.

m . .

18) Sea Vv= 2 o [v]= ™ Ja velocidad con que cierta masa de soluto se
(10-2t)2 seg .

disuelve en un solvente. Si la masa de soluto originariamente puesta en contacto con el

solvente es de 0,4 mg .y en ese instante no habia soluto en el solvente y esa cantidad

esta muy lejos del punto de saturacion, ¢en qué instante estara disuelta toda la masa? .
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19) La gréfica adjunta muestra el registro de la tasa de “disolucion” en [ mg/hs.] de un
soluto en un solvente, durante las 3 primeras horas de puestos ambos en contacto.

\/

Tha

® Proponga y ejecute un proceso que le permita dar un valor aproximad de la masa total disuelta
al cabo delas3hs.

e ,Como mejoraria la aproximacién?. ; Como obtendria el valor exacto?. ;Puede obtener el valor
exacto?, ;porqué?,

20) si el gréafico del ejercicio (17) representa la densidad lineal (en [ mg/ms.] ) en cada punto de una
varilla de acero, la cual tiene 3 metros de largo.
® Ejecute un proceso que le permita dar un valor aproximado de la masa de la varilla.
e ,Como mejoraria la aproximacién?. ; Como obtendria el valor exacto?. ;Puede obtenerlo?

21) La velocidad de un mévil que avanza en linea recta se lee en su velocimetro a intervalos de diez
segundos y se registra en una tabla. Usar esta tabla para dar una estimacién de la distancia
recorrida en 100 segundos.

t (s) 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

v(mis) |40 |48 |52 |55 |65 |70 |65 |65 |60 |55 |50

22) Se da la funcion velocidad (en metros por segundo) para una particula que se mueve a lo largo de
una recta. Encontrar el desplazamiento y la distancia recorrida por la particula durante el
intervalo de tiempo dado en cada caso. Graficar la trayectoria.

a) v(t)=-3t+6 en: 0<t<2; 0<t<4 y 0<t<5; siendo x(0)=0
b) v(t)= 3t2-6t+3 en: 0<t<1l y 0<t<2; siendo x(0)=0.

23) Un automovilista viaja hacia el campo desde una ciudad de transito muy congestionado; comienza
a paso de tortuga y, conforme el trénsito disminuye acelera gradualmente. El conductor ( para
entretenerse) cada ¥ hora registra la velocidad a la que va. Con sorpresa al cabo de un tiempo (y
varias anotaciones) observa que los registros muestran un “patrén” el cual (haciendo rapidos
calculos mentales) le permite concluir que esta viajando a una velocidad v =8t?2 ( Km/ hs.).
Si los célculos de este automovilista estuvieran bien; ¢que distancia habia recorrido a las
3hs. de haber salido si durante ese tiempo no para nunca?. Si el lugar al que va esta a
243 Km. de donde parti0 y sigue a esa velocidad hasta llegar, ¢a que velocidad llega?.

. . . -t
24) Una particula que se mueve a lo largo de una recta tiene velocidad Vv(t) = e ' mts. por segundos,
¢cuanto se desplazaen 3 segundos ?, ¢ qué distancia recorre en 3 segundos?.
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25) La funcion &(x) =9 +2 \/_x da, en kilogramos por metro, la densidad lineal de una varilla
cuya longitud total es de 4m. y para lacual x se mide en metros desde uno de los extremos
de la varilla. Se pide, encontrar la masa total de la varilla.

26) Una cuerda no homogénea de 3 metros de largo esta hecha de un material que es muy liviano cerca

del extremo izquierdo y muy pesada cerca del derecho. Si se sabe que a una distancia “x” del
extremo izquierdo su densidad es de 5x* gr./m; hallar la masa total de la cuerda.

27) Una poblacion de animales crece a razéon de “200 + 50 t ” animales al afio (t medido en afios),
jen cuanto aumenta la poblacién entre el cuarto y el décimo afo?. ;cuantos animales habré al
cabo de 10 afios si no muere ninguno e inicialmente habia 2 ?.

28) Una poblacion de bacterias se inicia con 400 ejemplares y crece a razén de
r (t) =450.200 . e M3t pacterias por horas. ¢ cuantas habra después de tres horas ? .

29) Suponga que h es una funcién tal que h(1)=-2; h'(1)=2; h”"(1)=3; h(2)=6; h'(2) =5;
2
h""(2)=13 y h” escontinuaentodo R. Evaluar L h”(u)du.

> Longitud arco de curva:

30) Calcular la longitud de cada uno de los siguientes arcos de curva.

% = 32
2l & s 4)5):_4..3 \ = . ey < —
_ fx=4cost -1 Xx=1-t
b) 0t <nf4 d) D€t <1
vy = d4sent ~ | v=1%/2

>» VVolumen de un sélido de revolucién:

31) Al hacer girar alrededor del eje x la region comprendida entre una curva gréafica de una funcion f
continua y definida positiva en [a; b]; se genera un solido “S”, llamado “s6lido de revolucion” ,
cuyo volumen se calculaatravés de la siguiente integral:

vo|.s=nj: £2(x).dx 7\ ;

Para las siguientes funciones se pide
graficar el sélido que generan al girar
alrededor del eje x y calcular su volumen
usando la integral indicada. En caso de

r1: 113 : i) : a- X
resultar un solido “conocido” , verificar
que el resultado obtenido coincide con
el de la geometria clasica.
a) f(x)=x-3 ; Df=[3;8]. d) f(x)=¢" ; Df=[0;1].
b) f(x)= 2Jx ; Df= [0;4]. e) laregion limitada por f(x) =x y g(x) = x?

c) f(x)= 9-x2 ; Df=[-3;3].
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> TRABAJO.

32) Para un gas perfecto cuando la expansion es isotérmica entonces se cumple la ley de
Boyle-Mariotte : pv = cte;en particular, pv=nRT
(p = presion ; v=volumen ; R=cte de los gases ; n=nro de moles; T = Temperatura (cte))

a) VOF, justificar: para una expansion isotérmica, p=f(v); f continuaen R".
b) Sabiendo que el trabajo requerido para expandir isotérmicamente un gas perfecto desde

- - -7 V
un volumen v; a otro Vv, se calcula con la siguiente expresion: Wz_[ 2 p.dv,
Vi

se pide resolver la integral, hallar una expresién para W .
Luego, discutir el signo W .

33) Ley de Hooke

La ley de Hooke expresa que la fuerza (F) de recuperacion de un resorte es proporcional a la
“elongacion” sufrida enel mismo: F=Kk.Xx ( k = cte del resorte ¢ cte de elasticidad).

% Consideramos un resorte cuyo extremos izquierdo
L esta fijo mientras el derecho es libre de moverse a la
largo de la recta de accion del resorte. El resorte, en
X(+) Teposo (ni comprimido ni estirado) tiene una longitud
L a la que llamamos longitud natural. Si esta en
reposo decimos que esta en su posicion de equilibrio
En estas condiciones se introduce un sistema de
referencia (eje x) a lo largo de la linea del resorte,
con el sentido positivo (+) hacia la derecha y el
origen, O, en el extremo derecho del resorte cuando
esta en la posicidon de reposo. Con x indicamos la
posicién del extremo derecho del resorte a partir de
0 X O y a lo largo del eje x. Asi construido el sistema
X puede ser positiva, cero o negativa segun el
extremo movil esté a la derecha, en, o la izquierda de su posicion de equilibrio (x= 0).

A4

estiramiento

WESTSTITIEEVI L SO

El sistema se pone en movimiento forzando al extremo derecho a abandonar la posicién de equilibrio
a través de una fuerza F cuya intensidad y sentido depende de “x” segun la ley de Hooke . Para estirar
el resorte la fuerza debe actuar hacia la derecha (x >0). Para comprimir el resorte la fuerza debe actuar
hacia la izquierda (x < 0).

Si con W indicamos el trabajo realizado para estirar (0 comprimir) un resorte “¢ em” respecto a su

l
posicion de equilibrio, entonces W = _[0 F(x).dx con Fx)=k.x

a) Calcular el trabajo realizado sobre un resorte cuya constante elastica es k=1, 8 erg/cm, si el mismo
mide 7cm. y se lo ha estirado hasta alcanzar 9 cm.

b) Calcular el trabajo realizado para comprimir un resorte 6 cm. desde su posicion de reposo si se sabe
que para comprimirlo 2,5 cm la fuerza requerida es de 12 kg.
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»Valor_promedio de [ sobre [a, b]
Dado un conjunto discrefo de 'n" ndmeros  yi, ¥, ¥i,.oen + Yo Su promedio cs:
"
2
i~
n

=

Yprom

Pero , jcomo calculamos el promedio de un continuo de nimeros , o sea de un conjunto de

nameros que viene dado por una funcién y = f(x) en un intervalo [a,b] 2.

Por ejemplo, ;como calculamos la temperatura promedio de un dia, 7pom , i conocemos la

funcién T =/(t), t en horas (minutos 6 segundos) que corresponde a la misma en ese dia?.

Para hacer este calculo dividimos el intervalo en ‘n” partes iguales, cada una de ellas de longitud
b-a

Ax = ; clegimos n’ puntos ¢, .62, €3 e .Cpn ,uno en cada subintervalo y calculamos
3 Jley )+ fley )+ -+ flc,)
el promediode f(c;),f(c2), /() ,uvunnnnnns fleqs) ! - = -

Por ejemplo si / es la funcién temperatura y n= 24, csto significa que tomamos lecturas de
temperatura cada hora y las promediamos.
Si despejamos ‘n’ de Ar y reemplazamos en ¢l promedio anterior queda:

/(c|)+_j(c2)+ ......... -+ f(c,) - A . . . E
) ° (b_a),‘:z‘;/(c,)- (b_a).Zf(c. ).Ax

=

Si hacemos que ‘n” crezca calculamos el promedio de una cantidad mayor de nimeros (por
ejemplo, promediando lecturas de temperatura cada minuto, o cada segundo). En ¢l limite tenemos:

lim (_b_j;‘)i:/(t?i )Ax = G—_l_—a)-f:/(x).dk

n -1

Definimos entonces el valor eromedg de [ sobg [a.B]. como :
1 b
fpn. - (b_‘__a‘)-jof(x)-d'
ACTIVIDADES .

1) Hallarel valor promedio de f(x)=1+x’ sobre [-1,2] .; Existe algin nimero ce[-1,2] tal
que (€)= Sprom ?

2) Dada x=f(t), funcién posicion de un mévil, demostrar que la velocidad media del mévil en

[t t:] es lamisma que el promedio de velocidades (¥ prom con ¥ =Xx") en el mismo
mtervalo, ( sugerencia: usar el teorema del cambio total).

3) La velocidad v de la sangre que fluye en un vaso de radio R y longitud 7, a una distancia r del

¢je central es: —
vWr)= 4_:.’._(’;2 -pd ) Q:..........._. :Lé)

rd —>
-
donde P es la diferencia de presion entre los extremos del vaso y 1 la viscosidad de la sangre.
Se pide: hallar la velocidad promedio, Vpum, sobre el intervalo 0<r<R
Compare la velocidad promedio con la velocidad méixima.
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Ciertas aplicaciones del calculo conducen de manera natural a la formulacion de integrales en las que:

1.- El intervalo de integracion no es acotado; tiene la forma: [a; + o) 6 (-o00; b] 6 (-0 ; +0)
2.- El integrando tiene una discontinuidad infinita en algin puntoc:  |jm f(x)=% o
X—>C

4 oo ) 1 4
(). [ f(x).ax; j_l 1 dx

XZ

o0
O sea, de integrales de la forma: Il f(x).dx ; I

Estas integrales reciben el nombre de “Integrales Impropias”.

Ejemplo 1: Integral Impropia . 1"‘y
(1ra especie- intervalo no acotado)
1.0
Dada f:[1;+o)> R con f(x)= %
X 0.97
si Rp esla region “acotada” por la curva sl
C=graf f ,elejex ylasrectas x=1; x=Db .l
b :
. 1
entonces, area Rp = Il X—z.dx. (b>1) .64 l
1 0.5F C
areaRpy= 1- E (verificar) . 044
Dada T, la region “no acotada” comprendida |%°T \
entre la curva C,el ejex y la recta x =1, 024 \

lo “razonable” es suponer que esta region

no tiene “area finita” . “IT T
Sin embargo, Yy aunque resulte sorprendente, gl ey ;
existen regiones no acotadas con areas finitas. et 7 8 9 1‘

Problema: ¢ area T ?
Para analizar si este area existe (0 no), lo que hacemos es calcular que sucede con el area Rp
cuando b = +oo. Si este limite es finito (LeR); decimos que area T = L.

. , . b 1 ) 1
Calculamos:  |im &reaRp = |im | [, - d |= lim 1_3 =1
J

2
b— +o \b—>+oo X b— +o0

Y
Concluimos: 4areaT=1 (= f;o L dx)

XZ

Definicién_Integrales Impropias (1ra especie )

Caso 1: domf = (a; +o0): j; f(x).dx = |lim U;f(x).dx] (b>a)

b—+w

Caso2: domf = (- ; h): J'iof(x).dx = lim U;f(x).dx} (a<b)

a——oo

Caso3: domf = (- o0 ; oo): J':o f(x).dx =[Ew f(x).dx] + [j:o f(x).dx}

(sii ambas integrales “convergen” para cualquier eleccién conveniente de c)
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Integrales Impropias

e Si el limite existe decimos que la integral impropia “converge”. (ej. 1)
e Siel limite no existe decimos que la integral impropia “diverge”.
e Siel limite es “infinito” decimos que la integral impropia “diverge a infinito”.

ACTIVIDADES:
1) Evaluar las siguientes integrales impropias de 1ra especie, indicar V6 F :
00 1 _1
a) ,[3 o ax = 3

3
b) I X%.dx =% (¢puede prever este resultado sin calcular la integral?; ¢ porqué?)
— Qo0

o8}
c) 1 gx =X
0 1+ x? 2
0 1 n _ _ ,
d) 1+ X2 dx = Py (¢puede prever este resultado sin calcular la integral?; ;porqué?)
—o0
© 1
€) dx = 7
—oo 1+ x?

1 dX = +o
X

0
" I_wF
1+x _ 1 X )

o0
1+Xx .. .
.dx =+ (sug: usar la siguiente igualdad = +
9) ,'.1 1+ x? ( g g 1+x2  1+x?2  1+4x?2

o0 C oo}
2) Parael Caso3, [ f(x).dx =[I_w f(x).dx} + [j'c f(x).dx}
(‘sii ambas integrales “convergen” para cualquier conveniente eleccién de c¢)

podemos preguntarnos si no habra otra forma “mas simple” de calcular esta integral como por

t
ejemplo, con la siguiente expresion:  |im I f(x).dx
-t

>+
La respuesta es; NO. Para justificar esta respuesta basta mostrar que no da el mismo resultado.
Se pide: mostrar que |j It L+X_ dx =1 mientras que Iw L+X_ dx diverge
' Im -t 1+x2° —o 1l+x2 '

>+

(sug: tomar c=1; usar ejercicio (g) ).

3) Muestre que el area bajo la curva f(x) = % X221 es “infinita”.

4) Calcule el volumen del “cuerno de Gabriel”
si se sabe que este volumen es finito.

*cuerno de Gabriel: sdlido generado al girar
alrededor del eje x la region determinada

por lacurva yzi y el ejex, para x=>1
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Ejemplo 2: Integral Impropia
(2da especie- funcidn discontinua)

Dada f: (0;4] > R con f(x) = L, 2.5

Jx

si Rk es la region “acotada” por la curva

C=graf f, el ejex y las rectas x=k; x=4 2.0 \
C

entonces, area Ry = -[k L dx. (a>0)

=

areaRg= 4- 2.Jk (verificar) . \

Dada T, la region “no acotada” comprendida 1.0 N
entre C, el ejex y lasrectas x=0, x=4; i M
lo “razonable” es suponer que esta region no

tiene “area finita” . 0.5

«——k 2 3

Problema: ¢ area T ?

Para analizar si este area existe (0 no), lo que hacemos es calcular que sucede con el area Ry
cuando k> 0. Si este limite es finito (LeR) ; decimos que area T = L

Osea; calculamos: |im Rk = lim [Ik dx} lim |_4—2\/?]= 4
k—>0 \k—)0+ \/7 ) k—> 0+

x)

concluimos: areaT=4 (=

J¢ Lo

Definicion Integrales Impropias (2da especie )

Casol: domf =(a;b], [im f(X)=%w); j f(x).dx = lim [jk f(x)dx]

X—a k—a*

_Caso2: domf =[a;b), [im f(X)=%c0); _[ f(x).0x = [im [j: f(x).dx]
k—>b-

x—>b

Caso3: domf =[a;b]-{c}, |im f(x)=xx
X—>C

j:f(x).dx =[I:f(x).dx} + [jf f(x).dx]

(sii ambas integrales impropias del lado derecho, “convergen”)

5) Evaluar las siguientes integrales impropias de 1ra especie, indicar V6 F :

.0X =+

a) -"12 (X_lz)z .dX =+ o0 )-"1

2 1
c) |, ————— (1+\/—)
IO (2x- 1)/

(x 2)2



7 — Ecuaciones Diferenciales

7.1 Introduccion

La descripcion matematica de procesos o fendmenos de distinta naturaleza se hace mediante
funciones que muestran la relacién de dependencia entre las magnitudes del caso. Conocida f
(funcion del proceso) se sabe que para hallar la velocidad del mismo basta calcular f ~ y para hallar
su aceleracion, f°° .

A menudo debemos resolver problemas que de alguna manera podemos llamar inversos del anterior;
0 sea, problemas donde se conoce la velocidad (f ") y/é6 la aceleracion (f ") a la que se
desarrolla el proceso y la incdgnita es f, la funcion del proceso. En general, y en los hechos, puede
que velocidad y aceleracion tampoco sean conocidas pero que, investigando, se pueda describir por
medio de una ecuacion la “relacién entre f y sus derivadas” .

*Ecuacién Diferencial : ecuacion donde la incégnita es una funcién y en la que aparecen una o
mas derivadas de la funcion incognita.

En este capitulo nos ocupamos de las Ecuaciones Diferenciales, los distintos tipos y métodos de
resolucidn de las mismas. Vemos problemas de naturaleza anéloga a la siguiente:

Ej.1: *dato: | y" = v(t) | (v=velocidad) - incdgnita: y=f(t) tal que f'(t) =v(t)

Ej.2: *dato: |y = a(t) | (a=aceleracion) - incégnita: y=Tf(t) tal que f"(t) = a(t)

Ej.3: *dato: |y" =0.1 y |- incdgnita: Yy tal que,

Ej.1: la resolucion de este problema requiere hallar una funcién f tal que f" =v;

Asi, enel caso de un problema “real”, vemos que para hallar la solucion debemos
integrar la funcidon dato y hacer “algo mas” .
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dy H dy
FUNCION et dy
O A d—)t “(t)= H ORIGINAL.: t dt 10t=V(t)
RIGINAL: y(t) Y(t)—V(t) —_—

t)dt t)dt
p)+c [ U0 Juo
[P=Y]
Wi | ey
Obtenemos todas las primitivas de V ; . Obtenemos fodas las primitivas de V;
una deellas, es Y junadeellas, esy. oo
(Y = funcion de la que proviene V). | Rescatar Y, la FUNCION ORIGINAL
requiere hallar el valor de C,
i en dicha funcion. O sea, hallar C*.
5> Resumiendo: : Hallar C*, requiere dato(s) sobre Y.

El tipo de problema del que nosvamos a ocupar tiene, en esencia, la siguiente estructura:

* Incdgnita: f (una funcion)

* Datos: [ ecuacion diferencial (la que describe la relacion entre f y sus derivadas)
dato s inicial (para determinar una solucion del problema).

Problema 1:

Se comienza a llenar un tanque de 100 Is. con agua que sale de una canilla a una velocidad
v (t) =3t*, [v]=lts/h.. Hallar V=V(t) si el tanquetiene 61s al comenzar a llenarlo.

* proceso: llenado de un tanque de 100 Is. de capacidad.

* datos: v =317, velocidad del proceso = v _3¢2

""""""""""""""""" dt
V(0) =V, =6 (Is) = dato inicial sobre la funcidn incognita
Problema reformulado: av - 3¢2 (ecuacion diferencial)

dt
V(0)=6 (dato inicial)

%{/: 3t2 todaslas primitivas N J' 3.,[2 dt =t +¢C
2do) determinamos C* / V()= t>+C*
V(0)= 0+C*

> C*=6

dato: V(0)=6

3ro) Rta: la funcion solucion es: V ()= t*+6 .
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Problema 2:

Una particula P se desplaza segiin un movimiento rectilineo y con aceleracion a = - 6 t
[a]: QgTz . Si la velocidad inicial es v, =12 y al momento de comenzar a moverse la

* proceso: moviendo rectilineo con aceleracién no constante.

*datos: a=-6t1t ; aceleracibndeP = X'(t)=-6t1
Xo = 5 (posicion inicial ) = x(0)=5
Vo =12 (velocidad inicial) = x'(0)=12

*incognita:  x (1); x(2); x(3) = incognita “oculta”: x=x ().

Problema reformulado: X" =-6t (‘ecuacion diferencial )
x(0)=5 \[ ( condiciones iniciales)
X" (0) =12

* Resolucién :

Funcion Original: dx/dt dv/dt
- . \Y
X=X —_— X" (velocidad) _—> X" (aceleracion)
X=P(t:C:C) | “F— x=vitc) |[“Fo—T1 x'=
(t;Ci;Cy) Ix'(t).dt X =V (t; Cy) '[x"(t).dt X =af()
X =X (1) _dx7dt b X" =v(t) _ dv/dt | aceleracion
X=-t+Ct+C,| ¢———| X =-3t>+C, |[¢F—] X =-6t
J-x(t).dt Ix (t).dt

ler cond.— x(0)=5 C,=5

¢ X=-t%+Ct+C, = x(0)=C,

2dacond.— x'(0)=12 s C,= 12

o X' =-3t%+C, - X (0= C,

Rtal: x(t)=-t3+12t +5. (v(t) =X ()= -3t°+12 > v(2) =0)

Rta2: t=1-> x(1)=16 = P estd 16 cm. a la derecha del origen. (Vv(1)>0)
t=2 > x(2)=21 = P estd 2lcm. a la derecha del origen (v(2)=0)
t=3 > x(3)=14 = P estd 14 cm. a la derecha del origen (v(3)<0)
t=4 > x(4)=-11 = P estd 1lcm. a la izquierda del origen
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Observacion: averiguar cuando P pasa por el origen requiere resolver la ecuacion x(t*) = 0,
ecuacion que no podemos resolver sin auxilio de la tecnologia pues no conocemos su “resolvente”.
Si no necesitamos mucha precision en el valor de t* entonces, a simple vista, vemos que la
particula pasa por el origen en algin momento entre los 3y 4 seg. de iniciado el movimiento.

E
_T?
:

(t=4 (t=3) (t=2)
Problema 3:

Para hallar la funciéon f que modeliza el proceso de disolucién de cierto soluto en un solvente se
procede a medir, cada hora y durante 5 horas, la cantidad de masa de soluto disuelta hasta el
momento de tomar la muestra. Se organiza la informacién obtenida en una tabla, la que se
adjunta. (en otras palabras, se obtiene la representacion “numérica” de f).

Se pide investigar /a “nube de puntos/dato” en busca de algin tipo de “regularidad” o
“patron” en el conjunto de puntos que la forma. En caso de detectar “algo”, usar este dato
para dar la ley de f con férmula, m =f(t). ( m =masadisueltaenths., [m]=gr)

NOTA: se sabe que el proceso se desarrolla en forma regular y continua durante las 5 hs.

t m =1 (f) En este caso el problema planteado consiste en buscar el “modelo matematico ” de un

0 | m, = 10.00 cierto proceso a partir de datos experimentales; o sea, lo que en particular se ha dado

1|m, = 11.00 en llamar, el “modelo empirico” .

2|m,=12.10 Modelo Empirico: modelo obtenido por observacién, experimentacion o simulacion del

3 Im3=13.31 proceso. O sea, es un modelo matematico basado en la obtencion y registro metddico de

4|\m,=14.64 datos; posterior bisqueda de un patron de comportamiento para la nube de puntos que

5 ms = 16.10 se obtenga. Muchas veces este proceso desemboca en una “ecuacion diferencial”

El siguiente cuadro resume el proceso descripto.

(1) observar * Variables relevantes

dentificar »|[ * Relacién entre las variables.

Se tiene el, Modelo Fisico ldealizado
6, Modelo de Palabra.

PROBLEMA del
MUNDO REAL

A

(4) confrontar

(2) [Traduccién al

lenguaje matemético
» Verificar |
» Comprender * Funcion
» Interpretar < MODELO © Euacion
» Interpolar (3) resolver MATEMATICO diferencial
» Extrapolar (predecir) * Sistema de
ecuaciones
diferenciales




[X> Procedemos a recorrer este circuito, comenzando por (1)

(1) OBSERVACION
t] m=f@ |am=mem, | Saonente
0 |[m=1000 | - | = -
1 |my=11.00 Am; =1 = 10% m,
2 |my,=1210 Am, =11 =10% m;,
3 |m3=13.31 Am;=1.21 =10% m,
4 |m,=14.64 Am,=1.33 =10% m;
5 |ms=16.10 Ams;=1.46 =10% my
i m;
i1 | My Am iy =10% m;

(1) Relacion entre las variables: At=1 2> Am = 10% m

427

m /

\ 4

Y

m”/

m = m(t)

donde aparece la derivada de
la funcion incognita: :

m =m’(t)

(2) modelo variacion de 10% de la
de soluto en la T cantidad de
palabra unidad de tiempo soluto presente
traducir
v
(2;?6%12![?(:0 Am 01 m matematicamente
At ' “no operable”
reformular | Am =dm Am _dm _
At = dt A oM
A 4
(3) modglp m =zo1m matematicamente
matematico “operable”
rrerreereereeeeaeaeeaeereeretenteennenennennnnnens L esesseeteeseee reSOIver
«— ¢Qué obtuvimos? ;Como? ¥

Ecuacion Diferencial
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El modelo empirico finalmente resulta ser una “ecuacion diferencial ” y, en consecuencia, la
respuesta del problema planteado, una solucién de dicha ecuacién.

Pero, ¢cdmo resolvemos esta ecuacion?. La misma es distinta a las vistas en los problemas
anteriores pues en ella aparecen relacionadas la derivada y la propia funcién incognita, m = m(t).

En general en los problemas que desembocan en el planteo de una ecuacion diferencial, dicha
ecuacién consiste (como en este caso) en una relacion entre la funcién y una (0 mas) de sus
derivadas. En tal caso la resolucion de ecuaciones diferenciales se complica, no podemos
simplemente “rescatar” la funcion a partir de sucesivas integraciones; mas aun, existen ecuaciones
para las cuales no existe forma o método conocido de encontrar la solucién exacta, aunque
tedricamente se haya probado que dicha solucién existe. Sin embargo, para algunos tipos de
ecuaciones diferenciales, existen métodos simples y efectivos para hallar la solucion exacta.

En lo que sigue vemos algunos de estos métodos, para algunos tipos particulares de ecuaciones
diferenciales

7.2 Definiciones y Conceptos Basicos

*Ecuacion Diferencial : llamamos ecuacion diferencial a toda ecuacién donde la incégnita es una
funcion y en la cual aparecen una o mas derivadas de la funcion incognita.
Segun sea la funcién incdgnita las ecuaciones diferenciales se clasifican en:

Ecuaciones diferenciales ordinarias - EDO:
la incognita es funcion de una variable; o sea, funciones de la forma: y =y(x) ; x = X(t).

Ecuaciones diferenciales en derivadas parciales:
la incdgnita es funcién de dos 0 mas variables; o sea, funciones del tipo: z = f(x;y); w =f(x;y; z)

*Qrden de una ecuacion diferencial : es el orden de la derivada de mayor orden en la ecuacion.
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Ejemplos:
Ecuacion Diferencial Incégnita Tipo Orden
V' o= 3t? ( Problema 1) V=V() EDO 1
X" =-6t (Problema 2) X=X (t) EDO 2
X =0.1x (Problema 3) X=X (1) EDO 1
XXy +xy -4y =0 y=y (X) EDO 2
y’ -3y +2y =0 y=y (X) EDO 2
y ' -3y"+2y =0 y=y (X) EDO 3
X+yy =0 y=y (X) EDO 1
y =y y=y () EDO 1
(y)?+3y?=senx y=y (X) EDO 1
%Z(+ 2;20 2=106Y) Esgé:iales 1
2 2 2
aax‘zv + C;y\zll * aazw = iran V| v=vw(xy;z) E::éiales 2
Ecuacion ,de_ Schrédinger. ]
Mol slimioo ara e partla. |y o e
3)2(‘241:_?2"'5 AT} v =wy(X) EDO 2

Ecuacion de Schrodinger.
Modelo atémico para una particula

. . no depende de t
en R, en estado estacionario - ¥ P

* Solucién de una Ecuacién Diferencial :
Dada una ecuacion diferencial, decimos que la funcion ¢ es solucién de la ecuacién si al
sustituir la funcion y las derivadas que aparecen en la ecuacion, por ¢ y sus derivadas, la
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Ejemplos: verificar que las funciones indicadas son solucidn de la correspondiente ecuacion.

Ecuaciones Diferenciales |Incognita |Orden| Solucion general Sol. particular

V' =3t> (Problemal) |[V=V(@®) | 1 |V@®=t3+C V({)=t3+6

X~ =-6t (Problema2) | x=x (t) 2 | x=-t*+Cit+ G, X=-t3+4t+5

X =0.1x (Problema3) | X=X (1) 1 x=Ceo! x=10 et

X'y Xy -4y =0 |y=y () | 2 |y=Cix®+C x7’ y= x?

y -3y +2y=0 y=y(x) | 2 y=Cie* +C,e?* y=e*- e

y -3y +2y =0 y = Y(X) 3 y=Cie* +C,e?* + C; y=e*+e?*+3
X+yy =0 y = y(X) 1 X +y'=C X2 +y* =25
y =y y=y() | 1 y=(5+C) y=(5+2)

d2y v =Asen(~/At) +Bcos(~/At)] y=3cos(-/At)

dx 2 =-Ay v=y(x) 2 6 y=Csen(/At+ a)

Verificacion de soluciones: para establecer si una funcion y = f (x) es solucion de una ecuacion

diferencial, reemplazamos y por f(x) en la ecuacion, derivamos, y concluimos recordando que
“f es solucion de la ecuacion dif. < verifica la igualdad, ¥x ”.

Ej: analizarsi y= x? essolucion de x>y~ + xy -4y = 0.
X y° + xy -4y = (reemplazamos y por x?) Derivadas:
=% I+ XD -41¢ = % [2]+ x[2x]-4 [¥] = y = x*
= 2X
= 2X + 2x' - 4xP= 4xXP -4 X =0 VX z,:z
Luego; y = x*, essolucion de: X"y + xy -4y =0
Ej: analizar si y= x> essolucion de X y” + xy -4y =0
x2y” + Xy -4y = (reemplazamos y por x*) Derivadas:
=x2 ] + xCT -4 = XA [6x]+ x[3x*]-4[x°] = y = x°
© = 3%
=6x + 3xX —-4x*=9x-4x*=5x3#20 VX §’=6x

Observaciones :

0

En los problemas 1y 2 aparece una ecuacion diferencial de orden “1” y “2” respectivamente. En
la resolucion vimos que recuperar la funcion original (la solucion) requiere a su vez “1” 6 “2”
integraciones; que cada integracion aporta una constante a la funcion solucién. O sea, que en la
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Se puede probar que:
*si una ecuacion diferencial admite una solucion entonces admite infinitas ; en particular,
admite una familia de soluciones (es decir un conjunto de soluciones del mismo tipo) .

*si la ecuacion diferencial es de orden “n” entonces, en la ecuacion prototipo que representa la
familia de soluciones, aparecen “n” constantes arbitrarias.

Tenemos distintos tipos de soluciones:
Definicién 1: solucién general : solucion en la gue aparecen las “n” constantes arbitrarias.
= -t°+Ct+C,  ; X2 +y'=C
Definicién 2: solucion particular: solucion que se obtiene al asignar un valor fijo a cada una de
las constantes de la solucién general.
=-t*+4t+5 ;  xX* +y=9
Definicion 3: solucion singular:

Es una solucion “aislada”; es decir, que no se encuentra incluida en la solucion general (no se
puede obtener asignando valores a las constantes)

oy — y2/3
Ei: 'y =y
En este caso es facil verificar que y (x) =0 Vx, también es solucion. También es facil ver

que no hay valor que se pueda dar a C tal que y (x) =0 quede incluida en la solucién
general. Luego, y (x) =0 esuna solucion singular.

- solucién general : y= (§+C)3 , CeR.

Modos de obtener una solucién particular

Una solucion particular se puede obtener basicamente de dos formas, y cual de ellas uso depende
del problema que se esté resolviendo. Asi, esta solucion puede darse:

a) directamente, asignando valores arbitrarios a las constantes de la solucion general; 6,
b) a partir de las llamadas “condiciones iniciales” (en el caso que estas existan).
Por ejemplo:
a) resolver y”" = -9.8 y dar una solucién particular.
* solucién general:  y(t)= -4.9t?+C,;t+C, (obtenida integrando 2 veces);

* solucién particular (arbitraria): C,=3; C,=-5 > y(t)= -49t?+3t-5

b) Se arroja un peso P desde 16 Km de altura y con velocidad inicial igual a cero.
¢Cuanto tarda P en llegar al suelo?.

* proceso: caida de un cuerpo (moviendo rectilineo con aceleracién constante: g = 9.8 m/seg? ) .

A
*datos: g = 9.8 (m/seg®), aceleracion de la gravedad
Yoy = 16000 (mts.) (posicion inicial ) 16000 |+ i P
Y©=0 (velocidad inicial ) lgz -gj
*incognita: t/ y () =0 = incdgnita ‘oculta”: y =y (t) 0
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Luego, reformulamos el problema: y’ =-9.8 (ecuacion diferencial )

= 16000 . FRES
y,(°> (condiciones iniciales)
Yo=0

* resolucion:  solucion general > y(t)= -49t?+C,t+C,

condiciones iniciales: Yy ) = 16000 = C, = 16000

) ()= -4.9t%+16000
Yo= 0 :>C1 =0

. -n- _ 2 _ _ 16000 _
Rta: t/y(®)=0; yt)=-49t°+16000=0 < t= id7@7~i56
Luego; P tarda aproximadamente 56 seg. en llegar al suelo.

El “problema_de valores iniciales” (Pvi) .

Cuando hallar la solucién de un problema requiere resolver una ecuacién diferencial sujeta a
condiciones iniciales, decimos que tenemos un Pvi.

Esto sucede, por ejemplo, en el problema (b) del item anterior:

Pvii > | y~ =-98 (‘ecuacién diferencial )
Yo= 16000 . L
) ( condiciones iniciales)
Yo=0
Observar que en este caso la cantidad de condiciones iniciales (2), coincide con el orden de la

EDO. Luego veremos que esto no es casual sino que es necesario para obtener la solucién
que, entre las infinitas soluciones de la ecuacion diferencial es, “solucion del problema”.

Ecuacidon y Curva/ Solucidn.

La solucién general de una EDO es siempre una ecuacion en dos variables en la que
ademas aparecen una 0 mas constantes (C), las que llamamos parametros.

Geomeétricamente, una ecuacion en dos variables en la que aparecen parametros, es la ecuacion
prototipo de una familia de curvas. (0sea, de un conjunto de curvas, todas del mismo tipo).

Tenemos entonces que la ecuacion/ solucién de unaecuacion diferencial define una familia de
curvas, las que llamamos curvas/ solucién.. (también conocidas como curvas integrales).

s

Ejemplo 1: y" =y 23 > solucion general: y=(§+C)3; CeR

SN p
I familia de curvas/solucion

P

familia de parébolas cubicas

*x

N WS g0y~

e i i
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Ejemplo 2: X+ Yy Yy =0 - solucion general: x*+y’=C; CeR
1. P (C>0)

familia de curvas/solucion

& familia de circunferencias

P

*no gefinen y =1 (x)

*no definen x =T (y)

2 2 _ 2 2 —
X" +y _4W>X +tY'x)=4
ejty = |4 X

Jorvamos > 2X t2Yx) Y =0 ¥x

finalmente X+ Yx) Yx) =0 ¥X

Tenemos asi_otros tipos de soluciones: explicitas, implicitas y “formales”

Al resolver una ecuacion diferencial puede ser que la ecuacién/solucion obtenida sea directamente la
funcion/solucion (ej.1) o que, por el contrario, dicha funcién se encuentre “escondida” en la ecuacion
(ej.2). Para indicar esto decimos que la solucion de una EDO viene dada en forma:

Y esto puede ocurrir por dos motivos:

(1) porque la ecuacién/sol define funcién sélo poniendo restricciones. (ej.2 > x* +y*=C).

(también resulta dificil determinar si existe 0 no, curva/ solucién) .
¢ soluciones “formales”.

Vimos que x* +y%x)=C verifica x+y y =0, ¥x. Obviamente también lo hace VC.
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Pero, x*+y*=C, ¢ definecurva VC ?. Vemos esta cuestion:
*C<0 > {(X; y)/ x* + y*=C } = @ (noexiste punto alguno que verifique la ecuacion )
*C=0-> {(X; y)I x* +y*=C } = {(0; 0)} (existe un Gnico punto que verifica la ecuacion)
*C>0 >{(xy)/ ¥* + y?*=C} = circunferencia, centroenO(0,0); radio-/C .

Concluimos entonces que la ecuacion define curva/solucion solo en el caso de C positivo,
aun cuando “de forma” (6 “formalmente”) verifica x+y y =0 para todo valor de C.

Al resolver una ecuacion diferencial muchas veces nos vamos a encontrar con situaciones
como las dos ultimas en las que no podemos explicitar una variable en funcion de la otra. En
general, tampoco vamos a poder decidir si existe 0 no curva/solucién. O lo que es lo mismo, si
existe “solucion”. En tal caso, para salvar la situacion, decimos que la ecuacién hallada es
una “solucién formal”: solucion que tiene la forma de una solucion, pero puede no serlo.

¢Para gué sirve una solucion formal?: si acudiendo a algun resultado tedrico podemos establecer
que la ecuacion diferencial tiene solucidn, entonces dicha solucién tiene la “forma” hallada.

EDO — ler Orden . Distintas formas en la que se pueden presentar

(A) x+yy = ;osea, delaforma:  [F(x;y;y)=0 |
e
(B) y=;;_.x_§’ ::f(x;y) ; 0 sea, de la forma: | y =f(xy) |
(C) 3—Xd 4 FO8Y dy= 0 ;osea delaforma: P(xy)dx+Q(x;y)dy =0
' “forma diferencial ”

P(%y) Q (x y)

Se puede pasar de una formaa la otra:

(A) = (B) X+y.y =0 =2y =-xly

@®>© y= s DXV (ay) dx- (xoy)dy=0

X—=Yy dx -y
2
©>@ X+ qy=0> Vg --3Xg > dy _  3x
y Xy Xy y dx ~  cosy
2
>y =- 3X

cosy
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ECUACIONES DIFERENCIALES DE ler ORDEN

Teorema de Existencia y Unicidad (TEU)

Dada f una funcion de dos variables, z=1(X; V), ¥ Po(Xo; Yo) un punto del dominio de f
entonces, si f satisface una “serie de requisitos” el problema de valores iniciales,

Pvi: {y' = f(x;y) (ecuacion diferencial de ler orden)
Y (Xo) = Yo ( condicion inicial)
tiene solucion (Existencia), y esta es Unica (Unicidad)

(sin demostracion).

Observacién: f es una funcion de dos variables “derivable”. Lo que se pide es que f y W (derivada
parcial de f respectode y) sean continuas en alguna region plana que contenga al punto P, (Xo; Yo).

Ej: Hallarlacurva I" que pase por el punto P, (0; 5) y para la cual, en cada punto P(x;y)e I”
la pendiente de la recta tangente a 7" en P es igual al opuesto del cociente entre la abscisa y
la ordenada de P.
* Datos: P,(0;5) puntode pasode la curva I
t rectatg a I"enP, entonces M = -x/y

* Incognita: I” = ~incognita oculta”: y=y (t) tal que graf y=1"
* Resolucién: reformulando el problema queda un Pvi:

Pvi: 1: y" = -x/y (ecuacién diferencial de ler orden, con f (x;y)=-xly)

y@)= 5 (condicién inicial )

¢ El TEU asegura que este Pvi, tiene solucién y Gnica: y = y(x)

- . . f
(en este caso se cumplen los requisitos para f; particularmente, existe W: x/y* en (0;5))

2 2: 2 2 - 2= -
X“+y C—)y:y(x) X +Yx=C = 0 +(Y() CW)C 25

¢ La solucién particular es: x* + y*=25.

¢, Podemos explicitar y = y(x)?; ¢dar la ecuacion de I" en forma explicita?.

Despejando y en la ecuacion llegamos a: y= ++/25—x° :osea,

obtenemos dos funciones: y; = 4/25— X2 (semicircunferencia superior); e,
y> = - /25— x? (semicircunferencia inferior)

Como I es la curva que pasa por P, (0; 5), tenemos que: y =y; = /25— x? ;

osea, I" es la semicircunferencia superior de una circunferencia de radio 5.
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7.3 Procedimientos para hallar la Solucion General de una Edo

En lo que sigue nos ocupamos de ciertos tipos de ecuaciones diferenciales ordinarias, para los
cuales existen métodos de resolucion; o sea, una forma sistematica de buscar la solucion
general.

Veremos los siguientes casos:

Ecuacion Forma de la ecuacion METODO
ler orden y = M(x).N(y) _ *se separan las variables.
variables
separables |* se integra
ler orden P(x)dx+Q(y)dy =0 (v.s.) * se concluye

*se propone y =U.Vv

lineal - ler orden Yy +P(X) y=Q(x) sustitucion | *se sustituye en la ecuac.
*U'y v nuevas incgnitas

lineal — 2do orden |a,(x)y”" + ay(x) y" + ax(x) y = 0 ‘tedrico” | Y = CLyal9* CI:Z' y(%)
( homogénea) {yi: Y2}l

lineal —2do orden fa,(x)y” + a;(X) Y + ax(x) y=b(x) | “tedrico™ [y=y,+ Y,
(no homogénea)

lineal - 2do orden | @Y * &y +a y=0 ‘préctico’ | Y = C1 Y0+ Caya(X)
( homogénea- (ecuaci6n {yi; ¥}
coef. ctes) (3 a; 8 cR) caracteristica) T para hallar, y; e Y,
IineaIHZdo orden (3 Y7+ @& Y +a y=b(x) “préctico’ Y =Yt Y
no homogénea- _ |
( coef. cteg) (a;a; &2eR) (coef. indet.) T para hallar y,

Observacion:

Por simplicidad de escritura, en el cuadro, el método para las ecuaciones lineales de orden mayor
que “1” se ejemplifica s6lo para las de orden “2”. En realidad el mismo vale para ecuaciones
lineales de cualquier orden,

EDO lineal —ordenn : ao(X)y™ + a,(x)y ™V + ... +ant (X) Y + an y=b(X)

con la unica diferencia que en yn, solucion de la homogénea, aparecen “n” constantes en lugar de
“2” 'y, porende, ‘'n” funciones solucién: yi; Y2;..... ... iVYn.

En lo que sigue veremos primero las EDO-1er orden.

Observar que en este caso el tipo de ecuacion mas sencillo es: y” =f (x) ; o sea, el que ocurre cuando
la funcién del segundo miembro es s6lo funcién de x . Ya vimos que en este caso basta buscar la (0
las) primitivas de f.

Veremos luego las EDO- lineales de orden 'n” . Para estas ecuaciones existe una teoria general
acerca de como hallar la solucion; teoria muy potente pero que sélo puede ser llevada a la practica
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EDO a VARIABLES SEPARABLES

Una EDO a variables separables es de la forma: y = M(x).N(y) ¢ P(x)dx+Q (y)dy =0.

Luego, cualquiera sea el caso, para este tipo de ecuaciones podemos reunir todos los términos en X por
un ladoy todos los término en y por otro, y resolver.

Procedimiento para resolver y~ = M(x).N(y).

1) establecer claramente la incdgnita de la ecuacion diferencial. En este caso: y = y(x).

2) llevar la ecuacion a la forma diferencial. g—i = M(X).N(y).

3) separar, si existe, y* R talque N(y*)=0 (osea, y(X)=y", VX eR)

4) separar variables, llegar a laexpresion: q(y)dy = p(x) dx.

5) integrar miembro a miembro: I q(y)dy = j p(x) dx

6) resolver las integrales: Ry)+C; = S(X) + C, (RyS/ R =g vy S=p)
obtener la solucion general: R(y) = S(x)+ C ; CeR ( forma implicita)

7) explicitary (de ser posible): y = R'l(S(x) +C); CeR  (forma explicita)

8) analizar si y = y* es solucion. Si lo fuera, analizar si puede o no ser incluida en la general.
Si fuera solucion y no se puede incluir en la general, es una solucion singular.

9) escribir todas las soluciones de la ecuacion diferencial.
{ y = RY(S(x)+C);CeR  (sol. general)

y=y" (sol. singular ) (si existe y tantas como existan)

Procedimiento para resolver un problema de valores iniciales con una EDO a v.s.

Pvi: K = M(X).N(y). (ecuacion diferencial ler orden—v .s.)
(Xo) = Yo ( condicién inicial)

En este caso tenemos dos caminos:

1°) Realizar los pasos 1-9 antes indicados para resolver la ecuacion diferencial y luego,
con los valores iniciales, determinar la solucion particular.

2°) Enel paso5, siy, no es solucion singular, envez de aplicar integral indefinida, aplicar la
Integrales “definidas” , tomando como extremos inferiores, y, y X, respectivamente.

5) integrar miembro a miembro: Iyyq(y)dy = LX p(x) dx

6) resolver las integrales:  R(y) - R(yo) = S(X) - S(Xo) (RyS/ R=qy S=p)
obtener directamente la solucion particular: R(y) = S(X) - S(X,) + R(Yo)

7) explicitary (de ser posible).
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Ejemplo:  resolver y = Y1
ejemplo: y )
1) y = < -1+ 5 .(y-1) = ler orden —v.s.; Incdéanita: y =y(X).
2) pasamos a la forma diferencial : ay 1 (y-1)
dx X+2

3) separamos y* =1  (debemos dividir por “y-1" para “separar variables”)

. 1 1
4) separamos variables: dy = .
) sep vart y—-1 y X+2
5) integramos miembro a miembro: I Ldy = I 1 .
y—-1 X+ 2
6) resolvemos las integrales: In|y-1]+C; = In|x+2| + C,
obtenemos la solucién general: In]y-1] = In|x+2|+C ; CeR (formaimplicita)
7) explicitamos y (de ser posible): In|y-1] = In|x+2|+ C ; CeR

In|y-1] = In|x+2|+ InK ; K>0

In|y-1] = In(K|x+2]); K>0 (aplicamos inversaIn)
ly-1] = K|x+2] ; K>0 (eliminamos valor abs.)
y-1 = £ K(x+2) ; K>0 (reescribimos la cte)
y-1 = C (x+2) ; C=0
solucion general: y=C(x+2)+1 ; C=#0 ( forma explicita)

8) analizamos y=1 > (y =0
= verifica laecuaciébn = y=1 essolucion

y-1=0

En la solucion general si C= 0 entonces y = 1; 0 sea, esta solucién se puede incluir en la
general sacando la restriccion de que C no sea cero.

9)| todas las soluciones de la ecuacion diferencial: y =C (x+2)+1 ; CeR

. y-1

Ejemplo: resolver el Pvi: vy = N cy(@Q=7

*Camino 1: reemplazo en la solucién general y obtengo la particular:

= - = =
y=C(x+2)+1 — = 7= C(142)+1 > C=2

solucidn particular: y =2(x +2)+1 2> y =2x+5

y-1
X+ 2

*Camino 2: y = Yy =7
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. . . y 1 X1
5) integramos miembro a miembro: L dy = Il

6) resolvemos las integrales: In|y-1|-In|6| = In|x+2]|-In|3|

In|y-1 = In|x+2| + In%

7) explicitamos y ly-1] = 2|x+2]| 5 <+ 5
y = X

y-1= £2(x+2) > | 5>y = -2x-3

solucidn particular (y(1)=7): y =2x+5

Ejemplo: resolver x dx +y dy=0

4) separamos variables : ydy =-x dx
5) integramos miembro a miembro: .[ ydy =- .[ X dx
y? X2
6) obtenemos la solucién general: 5 = - 7+ C ; CeR (sol. formal)

x?
2
7) explicitamos y (de ser posible):  no es posible

y2
t = C 6 x*+y?=cC

9) escribo todas las soluciones de la ecuacion diferencial: x2+y?=C; CeR

Ejemplo: hallar la curva solucionde x dx + y dy=0 que pase porel punto P(3;-4).

* Reemplazamos en la solucién general y obtenemos la particular

x’+y?=C > 37+ (-4)2=C > C=25

x=3;y=-4

2 2

2 =
curva?  x“+y’=25 >y \/ﬂ > y@=4

- \[25-x% > y(3)=-4-> pasaporP

Luego, la curva pedida es !a_ o Sy
semicircunferencia ~ inferior
de radio 5y centro en el origen.

Observacién: cuando la ecuacion diferencial esté en la forma diferencial, entonces la incognita puede
ser tanto “y como funcion de x” como “X como funcionde y ” .

Asi, por ejemplo, en el caso anterior otra forma de dar la solucion del problema es:

X =\/25—y2 2> X(-4) =3 -> pasaporP.

(semicircunferencia “derecha” de radio 5 y centroen el origen)



440

ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES DE 1ler ORDEN - EDOL-1

*DEFINICION 1:
Llamamos ecuacion diferencial “lineal” de ler orden a toda ecuacion de la forma:

y +P(X)y=Q(x)
donde Py Q son funciones continuas en un mismo intervalo I.

Dentro de las EDOL-1 distinguimos dos tipos de ecuaciones:
DEF 1.1 : EDOL-1-Homogénea, si Q esla funciéon “nula”; osea, Q(X)=0, Vxel .
DEF 1.2 : EDOL-1- No Homogénea, si Q *“no” es la funcion “nula”; osea, Q# 0 .

Procedimiento para resolver y° + P(X). y =Q(X)

2) Derivamos: Yy =u".v+u.V

3) Cambio de ecuacion: y + P(X).y =Q(X) (reemplazamos y e Yy )

4) Condiciones sobre u y v para resolver (*)
2)  uVv'=Q(x) >;v?
Si u y v satisfacen 1-2) entonces Y(x)=U(X) . V(x) essolucion de Yy + P(X)y = Q(X)

5) Resolucién de (1) :
u +P(X)u=0 (> EDOL-1-Homogénea ; a “variables separables”)

Resolvemos por separacion de variables, obtenemos una soluciénde (1) : U = u*(x)

6) Resolucidn de (2): reemplazamos la U obtenida en (5) en (2) .
u*(x).v'(x) =Q(x) (= EDO a “variables separables”)

Resolvemos por separacion de variables, obtenemos la solucién gral de (2): V =V*(x) + C

7) Damos la solucion general de Yy~ + P(X) .y = Q(x)

y=u.v > y(x)= U*x).[v¥x) +C]
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, 2
Resolver: y~ - L YEX 2>y +PX).y=Q(X) / PX)=-2 ; Q(X)=x

2) Derivamos: y =u".v + u.v

3) Cambio de ecuacion: y + P(X).y =Q(x) (reemplazamos y e Yy )

4) Condiciones sobre u y v para resolver (*)
’ 4 2
1) uU+P(x)u=0 >iuU? 1) u—;.u:O
2) u.v'=Q(x) S>iv? 2) u.v'=x
Si u y v satisfacen 1-2) entonces Y(x)=u(x) . V(x) essolucion de y  + P(x)y = Q(X)

5) Resolucion de (1): u” +P(X) u=0 (EDOL-1-Homogénea ; a “variables separables”)

u-@x.u=0 2> u*(x)= x?
6) Resolucion de (2): reemplazamos U 2> u*(x).V'(x) =Q(x) (= EDO <“vs. separables”)
XXV =x > VX=In|x+C

YX)=U*X).V(x) = | YO =x.[In|x +C]
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ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES de ORDEN “n” [ EDOL-n]

*DEFINICION 1:

Llamamos ecuacion diferencial “lineal” de orden “n” a toda ecuacidn de la forma:
00 . Y™ + a0,y ™Y+l a0y + an.y= b

con a,; 4 ;....; an ; b, funciones definidasenl; a,x)#0; Vx e l.

DEF 1.1 : EDOL-n - No Homogénea, si b noeslafuncionnula; osea, b# O .

3,00y "™ + a0y "+ F a0y + an.y =bw (I)

DEF 1.2 : EDOL-n -Homogénea, si b es la funcién nula > b =0 con 0(x) =0, Vxe |
o). Y "+ a0 .y ("M o+, +anm®.yY +an®.y =0 (II)

EJEMPLOS: X’y +2y=0 (lineal orden 2 - homogénea )

Yy +xy -3cosx.y +4y=¢€" (lineal orden 3 —no homogénea)

DEF 1.3: EDOL-n, “a coeficientes constantes”

Ecuacion diferencial lineal (homogénea o no) en la que todos los coeficientes, aj(x), son
funciones constantes; o sea, son de la forma:

H. Y™ +a.y™ ... + Any.Y + an.Y= b
CON Ao AL 5 eeevennnns ; Qne; A e R a, #0
EJEMPLOS: 3y~ +2y=0 (lineal orden 2 - homogénea )

2y +5.y -3.y +4y=¢" (lineal orden 3 — no homogénea)

DEFINICION 2: Problema de valores iniciales — Pvi

El problema de hallar una funcién y =y (x) tal que:

(2,00 Y™+ a9 Y™+t a0 .Y +an Y = b
y(xo) = Yo R
Vi) = Vi
< : . .
~Condiciones Iniciales
-1, \ =
_ y (Xo) yn_]_ ,

con Xo€ b} YoiViseerunrnnn ,Yn1€R; es llamado “Problema de valores iniciales”.
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TEU (1) - Teorema de Existencia y Unicidad:

si las funciones a;; ay;....;a, y b son continuas en | ;entonces cualquiera
sea X, € | y cualquiera sean los “n” nimerosreales VYo ; Vi3 ceeeeneenn s Vi,
el Pvi tiene solucién (Existencia) y Gnica (Unicidad) en | . (s/d)

Corolario: si a;;a,;....;a, son continuas en |, la ecuacion diferencial es homogénea,
Xo€l, Yo= VY1=Y2=....... = Y ,1=0; entonces, el siguiente, Pvi:
{ao(x) V4 ax Yy + L +ana(x) .Y +an(x) .y=0 (homogénea)
, s -1
Y%) = Y (%) =Y (%) = o = YD) =0
tiene solucién Unica, y estaes la trivial: y(x) =0, vVx e I.

Demostracion: ¢ y(x) =0, Vx e |; essolucién de toda EDOL-n, homogénea;
¢ y(x) =0, ¥x e | ; verifica las condiciones iniciales;
entonces, y(X) =0, Vx e |, essolucién del Pvi.
¢ por hipétesis, los coeficientes son funciones continuas;
entonces por el TEU, y(x)=0,Vx e |, essoluciony “dnica” .

Ecuaciones Diferenciales Lineales “Homogéneas” [ EDOLH-n]

TEOREMA 2: Si{f;; f3; .ccuuut ; f;} son j-soluciones de una EDOL-Homogenea

entonces cualquier combinacion lineal (c.l.) de ellas, también lo es.

Osea, si ®= c,f; +cof) +ueenenens +¢;f; = ® essolucion de laEDOL-H

Demostracion: (demostramos para n =2, j = 3 ; queda como ejercicio para n=3; j=2)
Dadas {f; g; h}, tres soluciones de una EDOLH-2:

By +a.y +ta.y=0; (vxeD) ()

debemos demostrar que @(x) = [c, T + ¢, g+ c3h] (x) es solucion de (1);
0 sea que, reemplazada @ en la ecuacion (1), lasatisface Vx € D

PorHip: ¢ fsol.de(l) > a.f" + a.f + a.f =0 ; (vxeD)
egsol.de(l) > a.g  +a.9 +ta,.g=0; (vxeD)
ehsol.de() > a.h” +a.h”+ah=0; (vxeD)

A partir de estos datos, investigamos si ®@(x) = ¢; T (x) + C, g(x) + C3 h(x) cumple la Tesis:
H. P+ a,.P +a,.D=
=a.[c;f +c,g " +c;h”" ] + anfe;.f+c, g +c:h’] + a[af+cg+csh] =

=cu.[af +a. " +a,f] +cu[ang” +a;. 9 +axg] +cafash” +a,.h"+ah] =

=¢. 0 + 0 + c0=0;: (VxeD) [q.e.d]

Ejercicio: Verificar que f(x)=senx ; g(x)=cosx y ®(x) = 3f(x) +5g(x),

sonsolucion de y"+ y= 0
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DEFINICION 3: “linealmente dependiente” (1.d.)

El conjunto de funciones { f,; fs; ....... ; fi} es “linealmente dependiente” en [a; b],
si existen constantes C;; C; ....... ; Cj (no todas nulas), tales que:
Cr.Fip) +Co. Fo() + enennnnn. +¢;.f;0=0; Vx € [a;b].

DEFINICION 4: “linealmente independiente” (l.i.)

El conjunto de funciones { f,; fs; ....... ; fi} es “linealmente independiente” en [a; b],
si noes “linealmente dependiente”. Osea; {f;; o5 ....... ;fi}es Li si:
“cr.fi) + ¢ Fo) +enennnenee +¢.fj0=0; Vxe[ab] = c=C= ....... =¢j=0".
NOTA: Si a “c;.fi+co. fo+ .. +¢;.f; =0 lallamamos, ecuacion basica (E.B.);

entonces {f ; f,; ...; fj} es Li. < la E.B. se satisface Unicamente si todas las constantes son nulas

Ejemplos:
1) {f=¢€"; gw=3."} ; Dominio: R
EB.2> c..fo+¢C.00=0; VxeR
> c.€+¢,.36°=0; vxeR & € [c; +3¢c,]=0; vxeR

& G +36=0 & ¢ =-3.¢

Luego, si porejemplo, ¢;=6; ¢,=-2 = [6].(3X +[-2].3 e“=0,vxeR:
0 sea, existen constante no nulas para las cuales se satisface la E.B.

Conclusion: {f(x)=eX : g(x)=3ex} es l.d.
g(x)
(x)

Observacién 1: en este caso “vemos” que: =3 (cte)

2) {f=1; gx)= x} ; Dominio: R
EB.D ¢.f+¢c.0g®=0;VvxeR =2 ¢ +c.x=0; VvxeR
Pero, ¢; +C,. X% 0, vyxeR & ¢;=¢,=0 (porque existe Unico x verifica (*) )
Luego, la E.B. se satisface unicamente si todas las constantes son nulas.

Conclusién: {fx)=1; gxy=x}es Li. en R.

. g
Observacion: en este caso “vemos” que: “—"-= x” ; 0sea, que:
(x) (x)

3) {f=1:9gx=x; hx=x*}; Dominio: R
EB.2cfo+c.gx +c.hx =0; VxeR =2 ¢ +c.x +c.x%0; vxeR

& € =C;=C3=0 (a losumo dos x's verifican (%)

Conclusién: {f=1; gw=x; hx=x*} esli.enR
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CRITERIOS PARA DETERMINAR “l.d.” 6 “l.i.”

(1) Dos o mas funciones no pueden ser li siunade ellases lafuncién nula. (verificar)

(2) fyg tal que ningunasea la funcién nulaen[a; b] y gx)#0, V x € [a; b], entonces:

f
{f;g}ld.en [a;b] & X = cte.

(x)

Ej.1) {3¢€¢"; €} ld. en R

(3) f y g tal que ninguna sea la funcién nulaen[a; b] y gix)#0, V x € [a; b], entonces:

f
{f;g}lien [a;b] & & # cte.
®)

Ej.2) {1;x} Li.enR

(4) Si fy g soluciones no nulas en [a; b] de una EDOLH- 2; entonces:

foo 900

{f;g}li.en [a;b] < #0 ;Vxela; b]

!

foo 90

Ej.2) {1; x} Li.en R pues

X
1‘:1;&0; vxeR

(5) Si{fyfy ....... ; £} n-soluciones no nulas en [a; b] de una EDOLH - orden “n”
entonces  “ { fy; a3 ..o ;f.blicen [a;b] < det A#0; Vxe[a;b]”
>A matriz de “n” filas por “n” columnas, donde cada columna esta formada

por una funcion solucion (fi) y sus (n-1) derivadas (i ;f;"; ...;fi(n_l)).

1 x+1 x?
Ej.3): {1; x+1; X*} li.en R pues |0 1 2X |=2#0 ; VxeR.
0 O 2

Ejemplos:
4) Determinarsi f(X) =senx y g(x) =cos X son solucién Li. de y~ + y=0.
e fx)=senx; f(x)=cosx; " (x)=-senx =f"x)+fxx)=0,Vx (f sol)
¢g(x)=CcosX; g x=-senx; g (x)=-cosXx =g (x) +gx=0,Vx (gsol.)
f
* g(—x) =tgx #cte = senx y cos X son soluciones Li. de la EDOLH-2.
&)
5) Mostrar que f(X)=1; g(X)=x y h(X) =x? son soluciones Li. de y" " =0.
6) Mostrar que f(x) = e¥ y 9(x) =56 son soluciones I.d. de y -6y +9y=0,
7) Mostrar que f(x) = e* y 9(x) =x€> son soluciones L.i. de y -6y +9y=0.

8) Mostrar que €°; €™ ; e™ son soluciones |.i. de y -2yT-y +2y=0.
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TEOREMA 3 - EUNDAMENTAL

Dada una ecuacion diferencial lineal, homogénea y de ordenn ( EDOLH —n)
o).y ™+ ax.y™? ... + A .Y + anX).y=0

Sl @ ; a1 3....5 ap son funciones continuas en[ab] y a,(x)#0; VX € [a;b]

entonces se verifica que:

(1) laecuacion tiene “n” soluciones “linealmente independientes” : f; ; f,; ....; f,.

() f essolucion de la EDOLH <> es combinacién lineal de “n” soluciones l.i.
(s/d)

Observaciones:

& fy; fy .. fy,  solucs. de EDOLH

@D = cif; +cfy +avnnnnnne +cnfh

} @ solucion de EDOLH —n (Teor. 2)

& f; fo; ... fy solucs. li. de EDOLH
“n” : orden de la EDOLH

f: solucion de la EDOLH

F=cf, +cf + e +cnfn (Teo 3-F)

Conclusiones respecto a las EDOLH-n :

(1) En (1) Teo 3-F se asegura la existencia de “n” soluciones; en el Teo 2, que toda
combinacion lineal (c.l.) de soluciones de una EDO es solucion de la EDO.
Luego, y dado las infinitas formas como se pueden elegir las constantes en la c.l.;
concluimos que las EDOLH tienen infinitas soluciones.

(2) Por (I1) del Teo 3-F, si las “n” soluciones son “li.”, entonces todas las soluciones
se pueden escribir como c.l. de ellas (ho existen soluciones que no se puedan escribir
como c.l. de n soluciones l.i.). Luego, y dado este principio, concluimos que en la
solucién de una EDOLH debe haber tantas constantes como orden tenga la ecuacion.

DEFINICION 5: BASE de SOLUCIONES

Dada una EDOLH-n, Ilamamos Base de Soluciones a todo conjunto de

“n” soluciones “linealmente independientes” de la ecuacion diferencial.

DEFINICION 6: SOLUCION GENERAL.
Llamamos solucién general de una EDOLH-n a la solucién f construida
como combinacion lineal de las funciones de la Base de Soluciones; o sea:
f=rcf +cf +vennnnne +cnfn 5 (Cj = ctes arbitrarias).

La conclusién mas importante y Gtil a los efectos del célculo de soluciones que obtenemos del
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Ejemplos:

9) v =0 (EDOLH - orden 3)

i ¢ g =2+3x+ X
B={y.0=1; y,0=x; ysx=x"}(Li.) S *gW=2+3.x+ X

S={f/ fsolucionde y"" =0}

Q:’ S = conjunto de todas las soluciones

okx)=5 ehx)=5x

*pX) = X+ X

*q)=2+X +3x°

S={f/If=ci+c,.x+cs.x*; ¢,c,eR}

10) Dada y“ +y=0 (EDOLH —orden 2): S *kp)=3senx+4.cosx

g (x)=5senx

BASE

B ={y.0=senx; y.x)=cos x } (Li.) % Y1 = sen x

*pP(x) =- 3.COS X

S={f/ fx)=cisenx+c,.cosx; ¢1,c,eR} 000 = Sen X - COS X * Y, = COS X

Si una funcién tiene “otra forma”, por ejemplo, h(x) =sen (x + %),
¢se puede afirmar que no es solucion de Yy + y=07?. Larespuestaes, NO.
Hay funciones que se pueden representar de “distintas maneras” (entre ellas las

trigonométricas). Asi, el solo hecho de que una funcién no tenga la “forma” de la
solucion general no implica que no sea solucion. Al respecto, no podemos decir nada.

Para resolver esta incégnita, hay dos caminos:

(C.1) derivar, reemplazar en la ecuacion y “ver” que pasa (si la verifica o no).

(C.2) tratar de escribir h como c.l. de las funciones de la BASE de la EDOLH.
(Por Teo. 3-(I1) si esto es posible; h es solucién de la EDOLH )

(C.1) Derivamos: h (x) = sen (x +%) ; h” (x) = cos (x +%) 7 h”(x)=-sen (x +%)
Reemplazamos: h™ (x) + h(x) = - sen (x + %) +sen (X + %) =0; vxeR.

Concluimos: h es solucién de y~ +y=0.

(C.2) Por Trigonometria: sen (X + £) = sen x. + COS X. Een £

sen (X +%) = senx. @ + COSX.1 = Cp.senx+ C,.cos x
——
C1

S{l\)h—‘

Conclusion: h es solucién de y”“ +y=0.

Respecto al C.2: ;siempre se puede acudir a él?. La respuesta es, NO.
¢Porqué?: porque requiere conocer una Base de Soluciones, lo que no siempre se da.
2 s - _ . — X4_16. . 1A
11) Dada Xy~ + xy -4y=0 en [1;0) > hx)= g s solucion ?

X2y + Xy -4y=0 >EDOLH-orden2> B ={y;;y, }(li.) (¢¢??)

Luego, para resolver este problema no se puede acudir al C.2; si al C.1

Ejercicio: verificar, porel C.1, que h es solucion de X’y + xy -4y=0
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Ecuaciones Diferenciales Lineales “No Homogéneas” [ EDOL-NoH-n ]

A partir de la Ecuacion Diferencial Lineal “No Homogénea” :

) . Y + am . y™Y + .. + an(®). Y + an).y= b (I)
con ajx) i=0,1,...,n, funciones continuasen [a; b]; a,x)#0; VX € [a; b]
definimos los siguientes nociones:

DEF. 7: A la EDOL- Homogénea incluida en (1),

0. Y™ + ar®) . Y™ 4+ 8. Y +an) .y = 0 (IT)
la llamamos: Ecuacién Homogénea asociada a (1).

DEF 7.1 : A lasolucién general de (I1), lallamamos: solucion de la homogénea ;
la indicamos: Y,
DEF 7.2 : A cualquier solucion de (1) que no tenga constantes:
la llamamos: solucion particular ;
la indicamos: Yp,

TEOREMA 4:

Si f es unasolucién cualquiera de (1) (No Homogénea) ;
y h es unasolucién cualquiera de (I1) (Homogénea asociada) ;

entonces, f+ h es solucion de (I), la No Homogénea .

Osea. si ®=f+h =[an.®" +a,.®"Y + ... + an1(X) . ® + an.®lx) = bx). VX

Demostracion: (demostramos para n =2 ; queda como ejercicio para n=3)
Sea a,y + a.y +a,.y=b; (vxeD) ()

QY +a.y +ta.y=0; (vxeD) (1)

debemos demostrar que @(x) = [+ h] () es solucion de (1);
o0 sea que, reemplazada @ en la ecuacion (1), lasatisface Vx e D

PorHip: ¢ fsol.de(l) > a,.f "+ a.f + a.f =b; (vxeD)
ehsolde(ll)=> a.h”+ a.h"+ a.h=0; (vxeD)

A partir de estos datos, investigamos si ®@(x) = f(x) + h(x) cumple la Tesis:
H. P+ a,.P +a,.P=
=a,.[f"+h7 ]+ a.[f+h"] + a[f+h] =

= [aof +a.f +anf] + [h” +a.h +a.h] =b+0=b (vxeD) [qed]

Ejemplo: dada y ™ - 2y~ -y +2y=8e¥*.

2X ., . .
Mostrar que: h (x) =€ es solucion de la “homogénea asociada” ;
3x ., -
foo=¢€ es solucion de la *“ no homogénea ” ;
® =f +h es solucion de la *“ no homogénea ” .
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TEOREMA 5:

Si @ es solucion de la No Homogénea (I); entonces @ =Yy +Yp
con: Yy solucién de la homogénea (1) ;

Yy solucién particular de la No Homogenea (1).

Demostracion: (demostramos para n =2 ; queda como ejercicio para n=3)
Sea (I) any” + a.y +a.y=b; (VxeD) > Ypsolucion (1)
I a.y +a.y +a.y=0; (vxeD) > Y solucion (I1)
Debemos demostrar que: @ = Yy +Yp;
equivalentemente, que: ® -y, = Yy, ; osea, que ® -y, sea solucion de (I)
Por Hip: & @ soluciénde (I) = a,. @ + a. @ +a, ®=b; (VvxeD)
¢ yp solucionde (I) = a..yp + ar.yp + & Yp =b; (VxeD)
Con estos datos, y=® —Y,, ¢es solucion de (11) ?:
.y tay ta.y=a. [@-yp]T + a [®-y] + a [®-yp] =

= [@7 -y ]+ a [@ -y ] + & [@-yp] =
=[ao® +a. ® +a, ®P]- [y, +anYy +a.Yp]=b-b =0Y [ged]

DEF. 8: A®, la llamamos: Solucién General de la No Homogénea ;

la indicamos: Ygq > Yo=Yn + Yp

NOTA: la Solucién de la Homogénea, Yy, por Teo.3F es: Yn=Ciy: +C2 Y2 +.ce. ¥ CnYn.

Finalmente entonces:
Yg=[ciyr +Cayz +cco #Cayn] + Yp |

Método General para resolver una EDOL- No Homogénea — Orden n

(1°) Hallar Base de Soluciones de la Homogénea. > B ={y; ; Y23 cvees Y } (LiL)
(2°) Hallar Solucién de la Homogénea. > Yh=Cy1 +C Y2 +eeee + Cnyn.
(3°) Hallar Solucion Particular de la No Homogénea > Y,

(4°) Dar la Solucion General

> yg = [Clyl +C Y2 +....+Cnyn] +yp

Ejemplos:
12) Dada Yy - 2y -y +2y=0 (> EDOLH-3; B={y:0;Y.; Yax} (Li.))
Facilmente se puede demostrar que B ={e*; e*; e* } (ejercicio)

Luego, su solucion general es: Yg =Yn=C1y: +C; Y, +C3.Ys.

- 2
yg= CleX+CzeX+C3ex_
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13) Dada y" - 2y" -y +2y= 4.x (*), dar su solucién general.
Y EDOL“NoH”-3 > b(x)=4.x (lineal) ; B ={y100; y>0; ya}
19 B={e";e*; ™} (ejemplo 12)
(2°) Yn=c, € +c,e +c3 % (ejemplo12)

(3°) ¢Yp? > por “pruebay error”
¢funcion de prueba?: y - lineal, funcion prototipo de la clase de b.
yx) = Ax +B (¢A?; ¢B?, existen?)

P YV) =AX+B ; Y=A; Y'0=0; Y x =0

Reemplazamos en (*) y hallamos (si existen) Ay B:

y 7 -2yT-y +2y= -A+2(AXx+B)= 2Ax+ (2B -A) = 4.X
2AX+(2B-A)=4x &[2A=4 o [A=2
2B-A=0 B =1 9yp=2.x+1

(40) (;ygr)9 yg:yh"'yp 9yg=C18X+C2e-X+C3ezx+2X+l

14) Dada y" - 3y” + 2y =12 e (%), dar su solucién general.
S EDOL“NoH”-3 > b(x) = e (exponencial) ; B ={yix ; Y.00; Y30}

19 B={e“; e™; 1} ( verificar)
(20) yh = C eX + C, 82X + C3

(3°) ¢Yp? > por “pruebay error”
¢funcion de prueba?: y - exponencial, funcion prototipo de la clase de b.

y(x) = A. e3X (¢ A?; sexiste?)
by =A€Y y=3. A yx= 9A. ¥ vy =27. A ¥
Reemplazamos en (*) y hallamos A (si existe) :
y -3y +2y = [27A-27TA+6A].e¥ =[ 6A]e® = 12*

[6A]e¥ = 12e¥ o[ 6A=12
A=2|Dy,=2e

49 Yg? DYg=Yn+ Yp > Yg= € +c €7 +¢5 + 2 ¥
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15) Dada y - 3y~ + 2y = 12€" (*), dar su solucién general.
W EDOL“NoH”-3 > b(x) =e" (exponencial) ; B = {y19 ; Yo09; Y30}
19 B={e“; e™;1}
(2°) Yh= c. € +c,e™ +c3

(3°) ¢Yp? > por “pruebay error”
¢funcion de prueba?: y > exponencial, funcién prototipo de la clase de b.
y(x) = A. e (¢ A?; iexiste?)

X

Py =A. € y= A Y= Ae: vy x = A e
Reemplazamos en (*) y hallamos A (si existe) :
y -3y +2y = [A-3A+2A].€  =[0.A ] # 12" (VA)
= no existe A tal que A.e* sea solucion particular de la EDOL- NoH

» ¢ Esto implica que no existe solucion particular?? .
NO, esto sélo implica que la solucién particular no es_una “exponencial”.

¢, porqué ahora no loes yen el ejemplo-14 (muy parecido), si lo era??;
¢ a que “clase” de funciones pertenecerd la solucion particular? ;

¢, habra “algo” en la ecuacion diferencial que de “pistas” al respecto?

16) Dada x’y” + xy -4y= 12 (*), dar su solucién general
%EDOL“NOH”- 2 > b(X) =12 (constante) ; B = {yl(x) : yz(x)}
(19 ¢B?
(2°) ¢ Yn?
(39 ¢ Yp? > ¢funcion de prueba?: y - cte, funcion prototipo de la clase de b.

P Y =A; Y0=0 yx=0.
Reemplazamos en (*) y hallamos (si existe) A:
Xy + xy -4y=-4A =12 & A=-3 D Yp=-3

(4°) ¢Yg? 2| Yo=Yn+ Yp > Yg=Yn -3 |DYn? > ¢ B?

NOTA: estos dos ultimos ejemplos muestran que si bien el Método General da un camino
para resolver las EDOL, en la practica y en algunos casos, su aplicacion se dificulta. El principal
problema estd en el ler paso; o sea, en la determinacion de la Base de Soluciones (ej: 16)

Existe un caso donde las caracteristicas que en particular presenta la EDOL, permiten salvar esta
dificultad, encontrar un Método para hallar B. Esel caso de las EDOL- CC :

Ecuaciones Diferenciales Lineales a Coeficientes Constantes:
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Meétodo General para una EDOLH - Coeficientes Constantes
+an,.y +a,.Y=0 ; Vxe[ab] ()

a. YW+ a.y"™ Ve ...
ao; aj_ ; .......... ; an-l; an GR,ao¢O
< aix)=a; .V x € [a; b] & funciones constantes - continuas en [a; b].

(1°) B =Base de Soluciones de (111)> B ={y1; Y ..c; Yn }
%(Jcémo procedemos para hallar B? > por “Pruebay Error”.

(Paso-1) elegir una “funcion de prueba”, T .
(Paso-2) derivar f, reemplazar f y susderivadas en (I111):
f; ¢ verifica(ll)?: < SI = f es solucidn

< NO = f noessolucion = (Paso-1)

ifad

(Paso-3) repetir (P-2) hasta obtener “n” soluciones de (I11): {fy;f,; ....;

(Paso-4) analizarsi {f;;f,;....; f, } es BASE de SOLUCIONES:

cesli.?: < SI = FINdel Proceso> B ={f,;f,;...; fh }
<" NO = (Paso-1), reiniciar el proceso hasta obtener B.

Ejecucion del proceso de Pruebay Error:

» (Paso-1): Para elegir f (funcion de prueba): ¢por donde empezamos? .
Inspeccionamos la EDOL al efecto de “ver” si presenta alguna caracteristica
gue nos remita a alguna funcién ‘“conocida”. Al tal fin, lo primero que
hacemos es “simplificar” el problema, plantear el “caso simple” (n=2):

n ’ . .
a;b;ceR; a=#0.
M ¢ Que vemos?: Que Yy =Yy(x) para ser solucionde (I11-2), debe verificar que
y, Y ey’ al ser multiplicadas por un nimero real y luego
sumadas, hagan “cero” la ecuacion, para todo “x”.

Que, para que esto pase, Y(x) debe verificar que sus derivadas
sean “maltiplos de si misma”; o sea: y(k)(x)zak Yx), axeR.

M ¢ Existe tal funcién?: si, la “exponencial” tiene esta propiedad.
y=e"* > y=re; y =re"* . ....; y¥arke

Conclusién 1: funcién de prueba > y=¢"" .

b (Paso-2): Laexponencial, ses solucion ?: y=e"* >y =r.e"*; y
ay"+b.y'+cy=alrre"*]+b.[re"*]+c[e"*]=0, VX &

olarr+br+cle"*=0,Yx © ar’+br+c=o

Conclusion 2: y =e"* es solucion de (I11-2) <> r escerode a.r>+b.r +c=0.

NOTA: féacilmente vemos que la conclusién obtenida no depende del orden de la EDOL; que
podemos generalizar la misma a ecuaciones diferenciales lineales de orden “n”.
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DEF. 9 : Ecuacion Caracteristica (EC).
Llamamos, Ecuacion Caracteristica a la ecuacion:
.1+ an ™+ L +a,r +a,=0,
asociada ala EDOL (III): @, y™ + ap. y™ P+ ... +an.y + an.y=0

Conclusion General / Paso-2
y=€"% es solucionde (I11) < r escerode @o.r" + anr" D+ ... +a,,.r+a,=0.

rx . . o ‘s
y=€" solucion de (IlIl) < r raiz dela“Ecuacion Caracteristica”.

» (Paso-3) Obtener “n” soluciones de (I11): {y1; Y23 .ee3 Yn }
Por Algebra sabemos que una ecuacion de grado “n” tiene “n” raices; que estas pueden ser

simples ¢ repetidas, reales 6 complejas; que, sison complejas, aparecen de “a pares”.
Luego:| & Si m = cantidad de raices reales (sin repetir) de la EC entonces m<n;
. N rj.x ., .
¢ Si rj solucion EC, rj e R entonces Yj = e " solucion de (I11); j=1,2,...m

Conclusion 3: de la EC podemos obtener “m” soluciones distintas de (I11) con m<n.
im=n? |:<T' SI = (Paso - 4)
<" NO = (Paso - 1) (reiniciar el proceso, obtener las “n-m” sols. faltantes)

» (Paso-4) {y.;Vs; .3 ¥n }i ¢ €s BASE de SOLUCIONES ?

cesli.?: &SI = FINdel Proceso > B ={y:;V¥s;..c; ¥n }
<" NO = (Paso-1), reiniciar el proceso hasta obtener B.

Ejemplo17: y"- 4. y'+3.y=6.€* (3EDOLH-2> B ={y;;y,} (li.); bx) =6.e*)
(1°) Hallar la Base de Soluciones de EDOLH-2 > B ={y,;y,}(li.)

» (Pasos 2 ;3): EC > - 4r +3=0 o r,=3; r,=1 (2raices, reales y distintas)

r{ = 3 = y]_ = e3x

=1 =] y,=e” |2 2soluciones: ¢son L.i.?

criterio 3 Li.

=@ 2X# cte == {y1: Y.} esli. ; es Base de Soluciones

3x
» (Paso- 4): Y1 8
2 eX

: B:{eS.X;eX}

(2°) Solucién de la Homogénea: Y= C,€%* +c,e”*

(3%) solucién Particular: Y,=Axe*> A=-3 > yp,=-3x€"
(Verificar. Explorar porqué no es: A.e”)

(4°) solucién General: Yg= C; ¥ 4c,e* -3xe”
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Construccion de la Base de Soluciones segun las raices de la EC.

Distintos Casos parala EDOLH-2: a, y"+a, y'+a,yY=0 5V xela;b] (lll-2)
B;;8ER; @ #0

Caso 1: Raices Reales v Distintas:

ao y"+a1y'+a2y:0
EC > aprr+a,.r +8,=0 & . nheR A L#En (%)

(1°) Hallar la Base de Soluciones de EDOLH-2 > B ={y,;y,} (L)
»(Pasos2;3): 1. =| y,=e*”

r, = y2=¢€"%)> 2 soluciones distintas: ¢son L.i.?
yl erl.x
b (Paso-4): — = ——= e(n—n)X=gaX %cte  [por(*) a=ry-r, #0]
y, €%
= {y1; Yz} esli —> Base de Soluciones — B = {e™; e}
crit. 3
(2°) Solucién de la Homogénea— Caso1: Yn=C.e"™ +c,e"?”

Caso 2: Raices Reales e lquales:

y'-2.a.y'+a’y=0
EC>rP-2ar+a’=0 & (r-a)’=0 & rn:neR A h=fmh=a (*

(1°) Hallar la Base de Soluciones de EDOLH-2 > B ={y,; vy, } (li)
*)
»(Pasos2;3): 1, = yi=e"” = e*¥
r,.X (*)

o = y2:e = ea'x

> y1 =Yy, > Llsolucién > (Paso -1)

» (Paso-1) Buscamos otra solucién & funcién de prueba: y =x. e**

y=e‘“‘.x % ocz_y=ea')(.x.0L2

. —2

y =€ (1+ax) ——<=%5 24y =e** (2a-2¢2x)
y =e* (2a+a?x) —ty vy =" (20 +d®x)

y'-2.a.y' + aly =% (2a + a’ - 2a- 202X + o’X)
y"-2.a.y'+ a’y= 0-> ES SOLUCION !!
Conclusién: y,= x.e * ™ essolucion de la EDOLH-2

Yo X. g% . [ QX a. X
» (Paso-4): _1= ox = X #cte > {y.;y.tesli=>B={e""; x.e*"}

(2°) Solucién de la Homogénea - Caso 2: Yh=Ce ™" +¢x.e ¢,
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NOTA: La funcidén de prueba: y=x. e®X : se obtiene acudiendo al método de sustitucion.

-, -y X - . -
Se propones como solucién la funcion: y = e® V(x); se busca V (nueva incognita )

y =e** vy L) o y = e**, o2V

, . -2 , . ,

y =% (V +a V) =728 s 2y =e** (2aV -2d2V)
y =e* (V7 +2aV +olV) —my Ly = (v 2aV + 02 V)

y"-2.a.y'+a’y=e* (V") =0

Me* (V' )=0 & V' =0 & V=cix+c, —2P 5 yoy=x

Caso 3: Raices Complejas :

ao y"+8.1 y’+ a.zy:()

EC > a,r’+a,.r +8, =0 & rn:neC A n=a+bi ;rp=a-bi

(1°) Hallar la Base de Soluciones de EDOLH-2 > B ={y;; v, }(l.i.)

»(Pasos2;3): 1, =>| z;=e"”

Iy. . . .
r, = (z,=e"")> 2soluciones a variable compleja !!

Nuestro trabajo requiere funciones solucién a variable real .

Para ello, acudimos a la “Férmula de Euler”

. i
" «“Formula de Euler”: €% = cos (o) + i sen (o)

O oz et X g @DIx_g@+ibx) g @) o0X)i

— €@ (cos (bx) + i.. sen (bx) ) = [6®.cos (bx)]+ i .[6® sen (bx)]

> 7z, = [6® cos (bx)]+ L .[6@ sen (0X)] = Vi) + 1. Vo0
con: Yi1 =€ @ cos (bx) (parte real de z; > funcién real a variable real)

Vi = € @ sen (bx) (parte imaginaria de z; > funcién real a variable real)

Luego, obtenemos dos funciones escalares soluciones de la EDOLH .

= {yuiye}li. = B={e®. cos(bx); €. sen (bx)}

crit. 3

(2°) Solucién de la Homogénea — Caso 3:  Yh=C; € @, cos (bx) + C, € @, sen (bx)
V=€ @ [c, cos (bx) + C, sen (bx)]
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Método General para una EDOL “NoH” - Coeficientes Constantes (CC)

a. YW+ a.y"™ Ve ... rany +an.y=bw ; Vxelabl (IV)
ao; aj_ ; .......... ; an-l; an GR ; ao ¢O
< aix)=a;  V x € [a; b] & funciones constantes - continuas en [a; b].

Observacion 1: este tipo de EDOL es un caso particular de Ecuacion Diferencial Lineal. Luego,
el Método General a aplicar para resolver (1V) es el ya visto; pero, con un problema resuelto. Para
las EDOL-CC (y sblo para ellas!! ) contamos con un Método para hallar B, la Base de
Soluciones de la Homogénea.

Método General para resolver una EDOL- No Homogénea — Coefs Ctes o No

(1°) Hallar Base de Soluciones de la Homogénea. > B ={y; ; Y23 cves Y } (Li1)

(2°) Hallar Solucién de la Homogénea. > Yh=Cy1 +C Yo +eeee + CnYn.

(3°) Hallar Solucion Particular de la No Homogénea > Y

(4°) Dar la Solucién General D> VYg=[ayi +C Yy, +....tCa¥n] +Yp

Observacion 2: si repasamos los pasos del Método General vemos que resta un problema por
resolver; el de la Solucion Particular (3°). Para hallar esta solucion acudimos al método de “Prueba
y Error”, detectamos ciertos problemas en el criterio usado para elegir la “funcion de prueba”.
Recordamos que tal funcion era la “prototipo” de la clase de funciones a la que pertenece “b” (el
“término independiente”) Yy que si bien en muchos casos este criterio sirvié (hallamos la solucién
particular) hubo otros en los que no; y esto aunque las ecuaciones diferenciales eran muy similares.
Resolvemos este tltimo problema a través de “sistematizar” la busqueda de soluciones particulares.
Para lograr este objetivo existen distintos métodos, vemos uno de ellos.

Solucién Particular - METODO DE LOS COEFICIENTES INDETERMINADOS.
Este Método, en esencia, es el de “Pruebay Error” que usamos en los ejemplos.
Consiste en elegir como “funcion de prueba” la funcion prototipo correspondiente a la clase de
funciones a la que pertenece “b” (0 sea, una funcion similar a “b” pero con “coeficientes
indeterminados™); reemplazarla en la ecuacion diferencial y hallar, de ser posible, los valores de los
coeficientes para que la funcién propuesta sea la solucién particular buscada.

Ejemplos:
18) Dada y" - 2y -y +2y=6.x-3 (*), b(X)=6.x-3 > “lineal ”.
¢Yp? > funcion de prueba: y(x) =Ax+B (¢A?; ¢B?, iexisten?)

P yx) =AXx+B ; Y=A; y'®=0; Yy x =0 (Reemplazamos en (*))

y o -2yT-y +2y=-A+2(Ax+B)= 2Ax+2B-A= 6.x-3

2AX+(2B-A)= 6x-3 & | 2A=6 < JA=3
2B-A=-3 B=0 =2V,

| Yp = 3X (verificar)
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19) Dada y* - 3y + 2y = 3e™ (*), bx) =3 > «exponencial .
3x

¢Yp? > funcion de prueba: ypx)=A. €

> Yo =A€7 Syl =3 A8 yw= 9A € Y =27.A e

Reemplazamos en (*):
y -3y +2y = [27A-27TA+6A].e¥ =[ 6A]e¥ = 3
[6A]e¥ =3 o (6A=3

A=Y |3y,

»Yp=Y2 e (verificar)

20) Dada y" -3y "+ 2y =€" (*), b(x)= "> “exponencial ”.
O EC: P-3r +2r=0 & n=1;r=2;r3=0
(10 B={e*; e*; 1}
(29 Yh=c & +c e +cy

X

(3% ¢Yp? > funcion de prueba: y,(x)=A.¢€
b Vo) =A. € ; y, 0 =A ek ypeo = A. e” yy'e = A e

Reemplazamos en (*):
Y -3y +2y = [A-3A+2A].e =[0.A]e =0 =% 12€"
=> no existe A tal que A.€* sea solucién particular de la EDOL- NoH .
¢ porqué y, no es solucion de (*) sien el ej-19 (muy parecido) si lo era ?;
¢, hay “algo” en la EDO 0 en su resolucion que de “pistas” al respecto?.
s : = y “1” es raiz de laEC ; luego,
" solucion de la Homogénea => A € también loes y VA Il

Para salvar este problema, Yy, (lafuncién de prueba fallida) se multiplica por “x” ;
= funciénde prueba: f,(x) = yp(x).x > fox) = A.e*.x (verificar que existe A) .

Conclusién_General: para b(x)= k.e** (k, A e R)
M Si A noes raiz de la EC = y,x)=A.e*X;

M Si A es raiz de multiplicidad “m” dela EC entonces f, ()= y,(x).x"
= f,0=AerX xm

M Si A =0 entonces b(x) = ke%* > b(x)= k; luego,
si 0 es raiz de multiplicidad “m” dela EC entonces f,(x)= y,(x).x"
= f,=Ax"

M en general, cualquiera sea “b(x)”, si “y,” la funcion de prueba elegida no es
solucion particular de la no homogénea entonces: f, ) = yp(x) . x™
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21) Dada y~ - 4y +4y = 4™ (), b(x)=4e? > «exponencial .
W EC: r?-4r +4=0 < r|ri=r,=2 |(multiplicidadde la raiz = 2)

(1°) B={e™ ; x.e™} (verificar)

(2°) yh= c, € +c, xe¥

(3°) ¢Yp? > funcidn de prueba: y(x) = A. e™ . x? (probamos...)
byoo = A x2e% Yy =[2Ax +2A. x2].e% ; y7 () =[2 A+ 8Ax +4Ax?].e%
Reemplazamos en (*):
y -4y +4y = [2A].e% =46” & A =2

2 - . .
» Vp = 2. x2. e~ (verificar que es solucion de la no homogénea)

22) Dada y" -y’ =10 (*) b(x) =10 2 “constante”
SEC>C-r=r()=06 n=1 [L=r=0](mult.=2)
(1°9) B={e*;1; x} (verificar)

(2°) yp=creX+c, +c5.x

(3%) ¢Yp? > funcion de prueba: Yp=¢A?; NO> Yp=A . X
P yow=A.x> ; Y0=2AXx ; Y 0=2A; y x=0.
Reemplazamos en(*) : y -y ' =-2A=10 < A=-5
» Vp=-5.%

(4°) ¢Yg? > Yg=Yn+VYp ygzcleX+CZ+C3.X-5X2

23) Dada y -y~ = 12x(¥) b(x)=12x = “lineal”
BEC S P-r=r20-1)=0 & rn=1; [rh=r;=0]=(>mult.=2)
(19 B={e*;1; x}

(2°) Yp=ce*+c, +cs.x
NO
(3°) ¢Yp?: funcion de prueba: Yp=¢ Ax +B? —y Yp= (Ax+B).x* = A x>+ Bx’

b Vo =AX+Bx?; Y=3AX+2Bx; Y 0=6AX+2B ; V" x=6A

Reemplazamos en (*) :
V' -y =6A-6AX-2B = -6AXx+(6A-2B)=12x

-6Ax+(6A-2B)=12x & |-6A=12 o[ A=-2
6A-2B=0 B=-6 2 Yp=-2x>-6X%°

(49 ¢Yg? > Yg=Yn+ Yp D [Yg=Ci€ +C +Cs. X - 2x° =6 x°




Solucion Particular — METODO DE LOS COEFICIENTES INDETERMINADOS.

+an1.y ta,.y=b(x) ; Vx ela;b]

Ao s AL 5 eeeeennens s an1; an € R ; a, #0.

Si AeR y A noes raiz de la Ecuacion Caracteristica, entonces:
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Sit b(x) es: Seleccionar yp:
aer” Aet*
a sen (Bx) A sen (Bx) + B cos (Bx)
a coS (BXx) A sen (Bx) + B cos (Bx)
o.X A +B.X
o.x’ A+B.x+C X
Oo. + ag. X+ veunes + 0. X° Ao + AL X+ ..., + A, xX°
axt eM” (A+B.x+C x?). eM
(cto. + 0. X+ ... + 0. X°). M | (Ao + AL X+ ... +A. ). eM

a . X% sen (Bx)

2 2
1 . . . .
(A1+B1.X +C1.x7) sen (BX) +(A,+B2.x+C,.x7) €0S (BX)

a . X2. cos (BX)

2 2
1 . . . .
(A1+B1.X +C1.x7) sen (Bx) +(A,+B,.x+C,.x7) c0s (BX)

asen (Bx) . e**

( A sen (Bx) + B cos (Bx) ). e*”*

a cos (Bx) eM*

( A sen (Bx) + B cos (Bx) ). e**

P(x).sen (Bx) . e**

( Q) sen (Bx) + H(x) cos (Bx)). e**

P(x) . cos (Bx) . e**

( Q) sen (Bx) + H(x) cos (Bx)). e**

Recordar que:

Q y H polinomios del mismo grado que P

M Si A es raiz multiplicidad “m” de la EC, entonces las correspondientes

soluciones de la homogénea son: y1(x)= 2% yox) = x.e2 X ...: ymx) = x™. erX

M Si A es raiz de multiplicidad “m” dela EC entonces Y*,(x)= Yp(x).X"
(con vy, lacorrespondiente de la tabla anterior)
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Ejemplos:
24) Dada y " -3y” +3.y' -y=4.¢€", hallarsusolucion general

Q}EDOL“NOH”- 3 > b(x)=4.e" (constante) ; B = {yl(x) Vo) ; Vs }
1°) Base de Soluciones

» (Pasos 2 ; 3): EC >3+ 3r-1=0 & rR=ry=rz3=1

B={e*; xe”; x2e"} (verificar)

2°) Solucion de la Homogénea: Ynp=C;€ “rceox.eX+c e

3°) Solucién Particular : Yo=Ax’e* > A= %
o -z i _ X X 2 X 2 3 X
4% Solucion General:  Yg= C;€” +C,x. €~ +C3x°.€" + 3 X e

25) Yy -y =senx (¥
W EDOL“NoH”- 3 > b(x) =sen x (rrig) ; B ={yi0; ¥z Yst0 }
1°) Base de Soluciones

» (Pasos 2 ; 3): EC S>r-r= rP(r-1)=0 & ri=r,=0; r; =1

B={1; x;e" } (verificar)

2°) Solucion de la Homogénea: Yn=C; +C,. X +C; €7

3°) Solucidn Particular : Y, =A sen x + B cos x

P Yyx)=Asenx+Bcosx ; y'(x)=Acosx-Bsenx;
Yy 'x)=-Asenx-Bcosx; Y~ (x)=-Acosx+Bsenx.

Reemplazamos en (*) y hallamos (si existe) Ay B:

,

Yy -y =-Acosx+Bsenx+Asenx+B cos x = (B-A) cos x+ (B+A) senx = sen X

<:>{B—A=O<:> A=B & [A=1w
B+A=1 2A=1 B=% ->Yp=%%senx+% cosx

4°) Solucién General : Y= Yh=C; +C,.x +C3€ 4+ Lhsenx + ¥ cos x
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7.4 Ejercicios Edo

1.- Para las ecuaciones planteadas a continuacion:
i) Indicar cudl de ellas es una ecuacion diferencial ordinaria (EDO).
i) Dar el orden de las EDO reconocidas en (i)

@ y +2y +y=0; € y-xy=0  (i)y +Inx-y=x
- . dy . d2y dy

b + 2.y +y=senx f) —+y=0 —_— =

(b) y y +y (f) ax Y () a2~ dx

() x> + x=1t% (9) 3y +2x =4x Ky y + 12y =0
o2y 0%y 0%y —2mE d?y  —2mE d%u  du

d = . h) — = ) — =

()ax2+ay2+ oz h?2 ()dx2 h?2 (m) ox2 oy

2.- Determinar cual de las siguientes funciones es solucion de la EDO
que se indica en cada caso; cual no lo es. Justificar las respuestas.

a)y =4y > f(x)= 56" ; g(x)=3; h(x)=0
-2t -2t

b) t.y -ty? = > f(x)= o g(x) =

) Ly -ty =y (x) 7 g(x) 71

c) y’+y=0 2> f(x)=Cysent; g(x)=Cycost

d y +2y +y=0-> f(x)=e*; gXx)=e*; hXx)=xe™
2 X2
e) y-xy=0 > f(x)=x.e*; g(x)=ex ; h(x)= e A;

3 3
fly +3x°y=6x> > f(x=e X ; g®X)=2; h(x)=2+c.e *
f)) Identificar una solucion de la “homogénea asociada’ .

f,) Identificar una solucion “particular” de la EDO.

3.- (A) Determinar las constantes C; y C, para que y= C;sent +C,cost,
sea solucion del Problema de Valores Iniciales (Pvi):

y ' +y=0; y(@©0)=1; y (0=0
(B) Dada y’ - e’ =0 (), y(5)=0 (Pvi)
a) VO F, justificar respuesta: (I) es una EDO.

b) V 6 F, justificar respuesta: I ex*dx es solucion de )

c) V 6 F, justificar respuesta: F(x) :onet2 dt es solucion del (Pvi)
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4.- Dada y’-l.y=1; — > / /
X
el grafico muestra curvas solucion 2

correspondientes a dicha EDO. /

Se pide: e
a) dadas f(x) =x (x-1) y g(x) =x.Inx, /

analizar si son solucién de laEDO. |4 —2 /A1 1 2/ 3
Si lo fueran, analizar si son solucion

de la EDO, Vx e R // 1

b) Identificar, entre todas las gréaficas, -2
la que corresponde a la (o las) / /

2

soluciones halladas en el item (a).

¢) Verificar que VkeR, h(x) = (k + In|x|). x es solucién de la EDO.
Luego, hallar h si se sabe que h es solucién de la EDO y P(-1; 1)e graf h.

ECUACIONES DIFERENCIALES DE ler ORDEN

(1) EDO - 1er Orden a “variables separables” (v.S.)

5.- Resolver Ias;iguientes ecuaciones diferenciales a variables separables:
t

a) X = y2 e) (e*+1)cost dt +e* sent dx=0
b) X x41-1t2 =t f) y+y =0
c) X =(x-1).(x-2) g) Yy -cosx.y =0

d) tgt.cosxdt +tgxdx =0  h) y = 2+Ixy(t).dt .
1

6.- a) Establecer cuales de las siguientes EDO son a v.s. y cuales no.

)y =3x*(1+Y?) V) y -2y =5
m y=—Y VI) vy -2y =5x
X+Yy
1) x.y (y-1) dx— (1+x?) dy =0 VII) y -2xy =0

IV) (sen x+seny)dx+cosy. (x+t1)dy=0 VIII) y -2xy =5

b) Hallar la solucion general para las EDO a v.s. detectadas en (a) v,
de ser posible, dar la solucion en forma explicita (con formula y = f(x)
0 x =f(y) segun el caso).
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7.- Resolver los siguientes PVI. Dar la funcion solucién en su forma
explicita (de ser posible) y graficar la curva solucion:

{x.x’z—t {x.x’z—t

a) b)

x(0)=-4 x(0)=14

0 (1+u).dv—(1+4v).du=0 d) (14+u).dv—(1+v).du=0
v(3)=-5 v(3)=-1

N (1+u).dv — (14Vv).du=0 f) y2.y'—2=0
H(=9)=5 y(D)=2

8.- Todo PVI con EDO de ler orden a v.s. y condicion inicial de la forma
Y(Xo) = Yo; Una vez separada las variables, tendra el siguiente aspecto:

S(y)dy=R() dx;  Y(Xo)=Yo (I)
Si R escontinuay no nulaen un intervalo | tal que x,€ I ; la solucion
de (I) puede obtenerse a partir de aplicar Integrales Definidas (en lugar
de Indefinidas) a ambos miembros de la igualdad, y como sigue:

| yy s oy = | R(x) dx

Resueltas las integrales tenemos, directamente, la solucién particular
buscada; o sea, la que verifica la condicion inicial: Y(Xo) = Yo

a) Comprobar la afirmacion anterior resolviendo el ejercicio 7f por el
método de las “integrales definidas”:

2
b) Resolver el siguiente PVI:  y -€* =0 ; Y(Xo) = Yo
1) Aplicando el método de las “integrales definidas”
2) Aplicando el método de las “integrales indefinidas”.
3) (Qué método conviene?. ;Porqué?

9.-a) Hallar C; curva que pasa por A(1; -e) y tal que la “pendiente de la
recta tangente” a C en cualquier punto P(x;y) € C, sea igual a la
“ordenada” de P. Graficar C, verificar B(0;-1)e C y que en ese
punto se cumple la condicion que caracteriza a C.

b) Dos curvas que al cortarse forman un “dngulo recto” se dice que
son “ortogonales” (en el punto de “corte”). Para C y B del item (a),
se pide hallar C* tal que C*n C={B}; C*y C ortogonales en B.
* Equivalentemente, quesit yt son respectivamente las rectas
tangentes (en B) a Cy C* entonces t Lt .
* Sugerencia: recordar “m¢. mp.=-1 = 1 L 1*”.
Graficar 'y C; comprobar que son ortogonales.
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(I1) EDO - Lineales de ler Orden

10.- Completar la siguiente oracion: “una EDO Lineal de ler Orden es una

ecuacion diferencial de la forma: ..

2

a) Lo que distingue a las EDO entre si y permite su clasificacion en “tipos” de
EDO (variables separables, lineales,..) es el método que usado para resolverlas.
Si no es a variables separables (v.s.), existe un método genérico que, con sus
variantes, se puede aplicar una vez detectado que la EDO no es a “v.s.”
Este método consiste en hacer un “cambio de variables” en la ecuacion con el
objeto de que, en las nuevas variables, esta pase a ser_a “v.s.”
Para resolver Lineales de ler Orden y del tipo del ejercicio 6a-l, se acude a

este método. (no asi para las Lineales de Ordenn, conn>1 o de otro tipo).

» Lineales de ler Orden (en x;y; Yy~ ) >Cambio variables: “y =U).V(x.

» Homogéneas (6a-11)

—>cambio variables: “y = X. V.

b) b1) Establecer cual de las EDO del ejercicio 6 es Lineal de ler Orden.

b2) Hallar la solucién general de las Lineales de ler Orden detectadas;
hacer esto por medio del “cambio de variables” indicado.

b2) Hallar la solucion general de la EDO del gj. 6a-11 (homogénea);
hacer esto por medio del “cambio de variables” apropiado al caso.

c) Dado el PVI:

Y +P(X)y=0; Y(Xo)=Yo

(P continuaen I / x,el )

X
demostrar que Yx= Yo e"™ con Foo = -‘- (— P(x))dx es solucion.

Xo

11.- Resolver las siguientes EDO, con el método apropiado al caso.

a) (1+x) dy—-xydx=0
b) y +2.yx=x

c) (1+u).vdu+(1-v)udv=0

d) (Y>-xy)dx + x*dy=0

X+Yy
X

e) y =

f) x.dy =vy.(1-3xsenx).dx
g) Xy -y =x*.senx

h) tgx. cosy.+ y tagy=0

i) (y*-1)dx— 2y +xy)dx=0
i) (@-y).y.dx - x*dy=0

k) y-y=e”

Dy-x.y =1+xy
Xy

m)y - =X

)Y 1+ x?

n xy.y =1-x
0) yo.dy-(x*+t) =0
p) 2y cosy dy =y seny dx +seny dy
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PROBLEMAS Y APLICACIONES DE LAS EDO - ler ORDEN

1.- Sabiendo que f y g son soluciones de y + P(x)y =b(x); indicarV 6 F, justificar :
a) “h=f-g es solucion de y"+P(x)y=0"~
b) “p =k.f, k € R es solucién de y + P(x)y=Db(x) ™.

2.- Dada g(x)=x.f(x), indicar V6 F (justificar):
a)si f essolucionde y" + P(x) y =0 entonces g essolucionde y” + P(x) y = f (x).
b) si f es soluciébnde y" + P(x) y =0 entonces h(x) = g(x) + 2 es solucién de
y +PX)y=1f(x)+2.

3.-Dada y - X*y* + k xy = - iz ;. se pide:
X

a) VO F, justificar: la EDO dada es una EDO Lineal de ler Orden.

b) Hallar k de modo que z(x) = ; sea solucion.

4.- Sean “y” y “V”, altura y volumen de agua en un tanque al instante “t”. Si el agua
se escapa por un orificio en el fondo de area “a”, entonces la Ley de Torricelli establece
que: “la razon de cambio de V en el tanque que se vacia, es proporcional a la raiz

cuadradade y . La ecuacion que modeliza este proceso es:

dvVv
at =k \/7 con k=-a /29 ; g=aceleracion gravedad (g = 32 pies/seg®)

Para un tanque cilindrico de 9 pies de altura, 2 pies de radio y con el orificio de
salida circular y radio de 1 pulgada, se pide:
a) demostrar que “y” satisface el siguiente Pvi :
dy -1
dt 72
b) Suponiendo que el tanque esta lleno al instante en que comienza a perder agua,
hallar y = y(t) , indicar el dominio natural de esta funcion y calcular el tiempo
minimo requerido para que quede completamente vacio.

y ; y(0)=9 (considerar que 1 pulgada = % pies )

5.- Laecuacion que describe la caida de un cuerpo de masa “m” en un medio resistente es:
mv + kv = mg ; con v=velocidad de caida y g = aceleracion gravedad

a) demostrar que si x = posicién del cuerpo al instante t, x(0)=0 ; v(0)=0
m.g m?2 .g kt
entonces X (t) = 1- l-em
k k

b) Lavelocidad de caida tiende a uniformarse en un valor, ;Cual es?.
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6.- La Ley de Newton del calentamiento (enfriamiento) establece que: “la razén a
la que se calienta (enfria) un cuerpo es proporcional a la diferencia entre la

temperatura del cuerpo (T) y la del medio ambiente (M = cte)”.

a) Escribir la EDO que modeliza lo expresado por la Ley de Newton. Clasificar la
ecuacion obtenida. Analizar el signo de la constante de proporcionalidad segln
el cuerpo se esté calentando o enfriando.

b) Resolver la EDO en forma genéricay hacer un bosquejo de las curvas solucion

para los casos en que la temperatura inicial, T,, sea mayor, menor o igual M.
¢) En un horno que se halla a 100°C se introduce un cuerpo cuya
(To) esde 20°C. Sia la hora de haberlo puesto en el horno, su temperatura es de
60°C y si hay que sacarlo cuando alcance los 80°C ;Cuéanto tiempo mas hay

que dejarlo en el horno?.

7 .-Experimentalmente los psicélogos cognitivos han hallado la siguiente “ley del aprendizaje”:
“latasaala que una persona “promedio” puede memorizar un conjunto de N hechos
es proporcional al numero de hechos que falten por memorizar”.

a) Sicon “y” indicamos el nro de hechos memorizados en “t ”” minutos por una persona
promedio, ;cual de las siguientes expresiones es la “traduccion matematica” de la ley
del aprendizaje?; ¢;porqué?:

Vaky 00=0); Y=kN-y) yO=N); P=kN-y) (v0)=0)
b) Pablo debe rendir el parcial de Fisica dentro de 3 hs y todavia tiene que memorizar 60
férmulas. Para ver si llega, toma el tiempo que le lleva memorizar 10 férmulas, el cual
es de 30 minutos. Pablo (que desconoce la ley del aprendizaje) hace cuentas y concluye
gue llega (justo, pero llega). ;Qué cuentas hace?; ;Qué conocida “regla” usa?.
¢) Segun la ley del aprendizaje calcular: (i) cuantas formulas memorizara en 3 hs.;
(i) tiempo para que le falte s6lo una por memorizar.
(¢te parece razonable esta ley (o pensas como Pablo)? ; ¢porque? . ).

8.- Cierto rumor comenz6 a extenderse un dia por un pueblo de 1000 habitantes.
Después de una semana 100 personas habian escuchado el rumor. Considerando
que la razon de aumento del nimero de personas que han oido el rumor es
proporcional al de la que todavia no lo han oido y siendo x(t) la cantidad de
personas que oy6 el rumor a la semanat ; se pide:

a) Indicar cual de los siguientes Pvi. modeliza esta situacion:

dx dx dx
x(0)=0 x(0)=0 x(0)=100

b) Resolver el problema seleccionado.
c) hallar el tiempo que debe transcurrir para que la mitad de la poblacién haya

escuchado el rumor.
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9.- DECAIMIENTO RADIACTIVO

Las sustancias radiactivas decaen por la emisidn espontanea de radiacion. Si con m se
indica la masa restante al instante t a partir de una masa inicial m, de la sustancia, a

. . : . __ 1 dm
nivel experimental se encuentra que la rapidez relativa de decaimiento, — ot
m
constante. Se tiene asi que la ecuacion que modeliza el “decaimiento radiactivo” es:
dm

a = k.m (¢Qué signo tiene “k”?; ¢ porqué ?).

Dicho de otra forma, se tiene que: “la rapidez con la que se desintegra una sustancia

radiactiva es proporcional a la masa presente”

a) Resolver el Pvi relativo al “decaimiento radiactivo” ;, graficar la funcion
obtenida, verificar que la misma describe el proceso de decaimiento.

dm = k.m
dt
m(0)= my,
b) Los fisicos expresan la rapidez de decaimiento en términos de “vida media”, o
sea, del “tiempo requerido para que decaiga la mitad de la cantidad de sustancia
presente, cualquiera que esta sea”. Seindica: ty,. Verifica: m (tyz) =%2 mq

Indicar V 6 F (justificar) : en este caso se tiene que:

- In2
ty,

10.- Se sabe que la vida media del radio 226 es de 1590 afos. Se quiere hallar:
a) una formula para calcular la masa de radio 226 que queda después de t afios
para una muestra de 100 mg de radio 226 .
b) lamasa después de 1000 afios.

C) lacantidad de afios requerida para que la masa inicial se reduzca a 30 mg.

(i) el ty» es independiente de M, ; (i) k =

11.- En 3dias, unamuestra de radon 222 decayd hasta el 58% de su masa original.
a) ¢ cual es la vida media de este elemento ?.

b) ¢ cuando tiempo se requiere paraque lamasa decaiga hasta el 10% de mg ?.
c) VOF : la rapidez de decaimiento es mayor el ler dia queel 3ro.

12.- Sabiendo que *°Sr se descompone a una velocidad proporcional a su masa en cada

instante “t”, que la masa inicial es de Mg grs. y que tarda 25 afios en descomponerse el
50% de la misma, se pide:

a) Plantear la EDO que modeliza el proceso, resolverla y hallar la funcion que da la
masa remanente en cada instante “t” . Graficar dicha funcion .

b) Hallar el tiempo “t” requerido para que se descomponga el 75% de la masa inicial.
Marcar este dato en el gréafico anterior
¢) Indicar V 0 F justificando:
i) “la funcion f(t) = mg (2 'tlzs) es solucion de la ecuacion diferencial”

i) “la rapidez de descomposicion aumenta al aumentar la masa inicial” .
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13.-Se aisl6 1 gr. de un elemento desconocido y se observd que el mismo se desintegraba

a una velocidad proporcional al cuadrado de la cantidad presente. Se pide:

a) Analizar si este elemento verifica las generales de la ley para los elementos radiactivos.
Luego, tomando “x = masa restante al instante t ” ( en afios), plantear el Pvi que
modeliza el proceso de desintegracion del mismo . Resolverlo y hallar la funcion
que da x =x(t).

b) Hallar la cte de desintegracion si se observa que al afio, restan 0.5 gr. Graficar la
funcién. Analizar si el tiempo vida media es independiente de la masa inicial.

14.- En una reaccién quimica se define como “velocidad de reacciéon”, v, a la

variacion (en este caso disminucion) en la unidad de tiempo del reactivo del caso.

. ., . . dC
Osea, si C =concentracion del reactivo al instantet > V= TS

La EDO que modeliza la reaccién depende del “orden de la reaccion” (n) .
: . dC
Para reacciones de un solo componente el Pvi es: T k.C"; C0)=C,

a) Discurtir el signode “k” .

b) Resolver el Pvi. para n=0; n=1; n=2.
En cada caso graficar las funciones solucion; hallar una expresion para el
célculo del ty, (tiempo de vida medio) y discutir su dependencia (0 no) de C.

15. Para una sustancia que sigue una cinética de ler orden, si C = concentracion de la

sustancia al instante t ( [t]= min.), se pide:

a) obtener C en funcion del tiempo , si se sabe que la concentracion inicial de la
sustancia es de 10 mol/l y que a los 30 minutos se descompuso el 50 % de la
cantidad inicial.

b) responder (sin calcular): el 90 % de la cantidad inicial, ;tarda mas o menos de 30
min. en descomponerse?. Luego, calcular el tiempo requerido para que se
descomponga el 90% y contrastar el resultado con la respuesta previa.

c) Graficar C= C( t) segln la ley obtenida; marcar los puntos obtenidos en los items
anteriores; /existe “t” para el cual la sustancia se descompone toda ? .



469

16.- Si una molécula del producto C se forma a partir de una molécula del reactivo Ay una
del reactivo B; si las concentraciones de A 'y B son iguales, [A] =[ B] =a moles/Is. e
indicamos con x a la concentracion de C en funcion del tiempo (x = [C] ) la siguiente
ecuacion modeliza el proceso de formacion de C a partir de Ay B.

3—:=k (@a=x)? : x(0)=0 (con k> 0)
a) A partir de esta ecuacion completar las siguientes afirmaciones:

i) X aumenta con el paso del tiempo PUES .......ccceevvvivveerecierieenne.

i) lavelocidad de la reaccion decrece PUes..........cccceoveveevrerenennene

a’kt

akt+1’

c) Graficar la concentracion en funcion del tiempo, establecer si se alcanza una
concentracion maxima (segun el modelo). Hallar (si existe) el instante donde la
velocidad de la reaccion es maxima (dominio!!); calcular esta velocidad maxima.

b) Hallar x = x(t) ; verificar que x(t) =

d) qué sucede con la velocidad de reaccion cuando t = o« ?. Qué indica este resultado
en términos practicos ?.

17.-Si un compuesto A se transforma en B, a través de una reaccion reversible, entonces

k1
A ¥/, B con k; y ky ctes (positivas) de velocidad de reaccién de c/ proceso.
kz

Si llamamos > a: concentracion del compuesto A en cada instante t (a=a(t))

b : concentracidn del compuesto B en cada instante t (b =Db(t))
a, = a(0) ; concentracion inicial del compuesto A.

Experimentalmente se comprueba que a" =k,b —kia y que a(t) + b(t) =a,; WVt
Se pide:
a) Obtener una ecuacion diferencial con una tnica incognita, por ejemplo “a”.
Indicar que tipo de ecuacion es.
b) obtener la ley de a si se sabe que a,=3 mol/l. y k;=2Kk,; luego, obtener la ley
de b. Graficar ambas en un mismo sistema.
c) ¢ Enalgun instante a(t) = b(t) ?. Si, ¢Cual?. No, ¢{porqué?.
d) ¢Qué pasa con las concentraciones de A y B para tiempos muy grandes? ;
¢es razonable que pase esto?;
¢con qué dato del problema tendria que ver el comportamiento observado en esta
reaccién respecto de las concentraciones de Ay B?
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PROBLEMAS DE MEZCLA.

18.-

Vamos a considerar ahora problemas relacionados con mezclas (o soluciones). En este tipo de
problemas se considera una solucién (S) que fluye hacia un recipiente con una cierta rapidez y
manteniéndose uniforme la solucién dentro del mismo mediante agitacion. Simultaneamente, la
solucion uniforme estara saliendo del recipiente para pasar a otro donde se guarda o, segun el
proceso puede seguir fluyendo hacia un tercer recipiente. El objetivo de este tipo de problemas
es determinar la cantidad de soluto (x) presente en la solucién dentro del tanque al instante t.

Si x = cantidad de soluto disuelta en una solucidn, al instante t ; x = x(t) ; [X]= gs ; entonces la

Ecuacion Baésica para una solucién

contenida en un tanque que inicialmente - |Entrada de soluc.: = concentracion = Ce

tiene V, Is. de solucion es: | - velocidad =v,.
|

|
Z_)t( = ENTRADA - SALIDA 1

|
|

Equivalentemente:

dx Volumen |
E = ce. ve - cs .vs Salida de soll_szlon :
" -concentracion = Cg
con X +|> velocidad = vs .

S=VO+(ve—vS).t

La solucién que entra lo hace con una rapidez constante (Ve Is./min) y con una concentracion de
soluto cte (ce g./Is). La que sale, también lo hace a rapidez cte (vs Is./min).

En un tanque hay 100 Is. de solucion con 200 grs de sal disueltos en ella. Como deseo diluir
la solucién comienzo a verter agua en el tanque a una rapidez de 5 Is./min ala vez que, para
apurar el proceso, dejo salir solucién a una rapidez de 3 Is./min.

a) Mi migo Pablo cree que si no estoy atenta puedo llegar a quedarme con “solo agua”.
Decide calcular el tiempo en que no quedaria sal en la solucion y razona asi: “como la
concentracion de la solucion es de 2 grs./litro y la solucién sale a razén de 3 Is/min esto
implica que “la sal” sale a razén de 6 grs./min. que, por lo tanto, en poco méas de 30 min.
no hay mas sal en la solucién”. ;Qué regla aplica Pablo para calcular el tiempo en que,
segun él, no queda sal en la solucién?, ;porqué?

b) Resolver la ecuacion basica y dar x=x(t).

Mostar que x tiende a cero con el tiempo (o sea, que la intuicion de Pablo funcion6 bastante
bien); pero quea los 50 min. todavia hay sal en lasolucion (o sea, que la “regla de tres” de la
cual es fanatico Pablo no es aplicable en este caso.)

19.- Si V =volumen de solucién en el tanque ; entonces V =V(t) con V(t) =V, + (Ve—Vs).t .

Graficar en un mismo sistema “V-t” la funcion V =V(t) para:

a1) Ve<\Vs ; a) Ve=Vs ; as) Ve> Vs

Explicar que pasa en cada caso con la cantidad de solucion en el tanque.

20.- Si ve=vs=3; V=6 VY x(0)=x,=60.

a) Hallar, resolviendo la ecuacion basica, una expresion general para X = X(t).

b) Verificar que X(t) = Ce.Vo+ [Xo- CVo].e~ Vo)L,
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c) Obtener ¢ = \% para Xx(t) hallada en (b); graficar cs para c. igual, mayor o

menor que Co, =Xo/V,. Explicar que pasa con la concentracion de salida en cada caso.
. ¢ Si se desea que la solucion que entra no modifique la concentracion que existe en el
tanque al momento de comenzar el proceso, quien debe ser c.? .

21.- a) Hallar y graficar x =x(t) si ce=20g/l; ve=21/m; vs=41/m ; V,=121s. y
X(0) = x,= 60 gs. Explicar acorde al grafico, cémo se desarrolla el proceso en este caso.

b) Hallar y graficar x=x(t) si ce=2¢g/l; ve=21l/m; vs=21/m ; V,=121s. y
X(0) = x,= 60 gs. Explicar acorde al grafico cémo se desarrolla el proceso en este caso.

CRECIMIENTO DE POBLACIONES.

22.- Un modelo de crecimiento de poblaciones propone que éstas crecen con una velocidad proporcional
asu tamafno. Se pide:

a) Plantear una ecuacién que describa esta hip6tesis para una poblacién P, de moscas de la fruta.

b) Si se sabe que partiendo de 100 moscas, al cabo de cuatro dias hay 900; encontrar la ley
de f, funcién que permite calcular la cantidad de moscas en el tiempo. Graficarla

c¢) Calcular la cantidad de moscas al cabo de: 2, 4, 6, 8 dias ; indicar que caracteriza el
crecimiento de esta poblacion: “se (duplica, triplica, cuadruplica ......) cada (uno, dos,
tres, cuatro....) dias”.

d) Comprobar que f se puede escribir como f(t) = 100 ( 3“2) . Usando esta forma de la
funcién, calcular f (t+2), compararla con f(t) y cooroborar que la siguiente

afirmacionesV O F:  “el nimero de moscas se triplica cada dos dias ”.

23.- Un cultivo de levaduras crece a una velocidad proporcional al nimero de células
presentes en cada instante “t”. Sabiendo que el cultivo se inicia con una poblacion de
20 células y que al cabo de 12 horas hay 80 células, se pide:
a) Plantear la ecuacion correspondiente y hallar la funcién que determina el
numero de levaduras en cada instante “t”. Graficarla.
b) Indicar V 6 F, justificar:
“f(t) = 20.2 permite calcular el nimero de levaduras en cada instante t”.
“el numero de levadura se duplica cada 6 dias ”.

24.- Sea la ecuacion diferencial logistica: %l’— =k P(M - P) que modela el crecimiento de una

poblacidn cerrada que tiene P individuos en el tiempo f, ky M son constantes positivas. Sin
resolverla responda:

a) ;Para qué valores de P la poblacion crece?

b) ;Para qué valores de P la poblacion disminuye?

¢) ;/Cudles son las soluciones de equilibrio? (Soluciones constantes)
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25.- La poblacién de una ciudad que en el afio 2000 tenia 100 mil habitantes responde a la ecuacién
diferencial logistica (vea problema 6), con £ =0.0001 y A/=200 mil.
a) ;Qué puede decir acerca del tamaio de la poblacion actual? (jaument6 o disminuyd?).
Justifique
b) ¢Llegara a triplicarse en algin momento?. Justificar.

26.- La razon de cambio de una poblacion (P ) en el tiempo (t) esta dada por :
P =AP-m, con A=a-p

Siendo a. la tasa de nacimientos , B la tasa de mortalidad y m el nimero de habitantes que
emigran cada afio. EIl tiempo (t) se mide en afos.

Si se estudia una poblacién y se determina que cada afio emigran 10 habitantes, la tasa de
nacimientos es 0.5 anual y la tasa de mortalidad es 0.25 anual .

a) Obtener P = P(t), si la poblacion inicial es de 100 habitantes. Graficar
b) Indicar Vo F vy justificar: (i) “La poblacion estudiada tiende a extinguirse”

(ii) “ La poblacion crece durante el primer afio”

27.- Enun lago, una especie de peces poco comunes es atacada por una enfermedad. Para
estudiar el fendmeno acuden al mismo un equipo de bidlogos los cuales, al momento de su
llegada, registran que la poblacion de peces (P ) es de 900 especimenes. Registros

posteriores les permiten concluir que la ecuacion dP _ —3-/P es un buen modelo

dt
matematico del fendmeno (t en semanas). Se pide,

a ) expresar en el lenguaje coloquial que observan los bidlogos que les permite concluir
este modelo (hacer esto, sin resolver la ecuacion 1 ).

b) hallar la funcion que permite determinar la cantidad de peces en cada instante t.

c) ¢hay peces sobrevivientes a las 10 semanas? ; y alas 24? . Se extinguen en algin
momento? .
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ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES de ORDEN “n”

1.-a) Dada ao(x) Y™ +ax)y™+ ... +a,()y=0;
con a; (x) continuas en [a; b], a.(x)# 0, VXe [a;b],
clasificar esta ecuacion y enunciar el Teorema que “fundamenta” el proceso a
seguir para hallar la solucion de la misma.

b) Determinar si los conjuntos de funciones que se dan a continuacién constituyen Base
de Soluciones de la ecuacion homogénea que se indica en cada caso. En caso que lo
sea dar la solucion general de la ecuacion correspondiente .

a) B={x; ¢'}; EDOLH> (x-1)y - xy +y =0
by B={e™ ; e ; e¥}; EDOLH> y " -y  +y +y=0
c) B={e*; e*}; EDOLH> X2y -4xy +6y =0
d B={3x*; 12x*}; EDOLH-> X’y -4xy +6y =0
e) B={x*; X*}; EDOLH-> X’y -4xy +6y =0

=0

f) B={e" ;senx;cosx}; EDOLH> y" -y +y -y

9) B={1; x; x¥*;e”;e %} EDOLH> y©®)-4y®) =0
c)Dada X’y -xy -3y=0; hallar, siexiste, ne R tal que x" sea solucién.

Si obtiene més de una solucion, investigar si las mismas constituyen Base de
Soluciones. Si asi fuera dar la solucion general de esta EDO.

2.- Dada y~- Xt yrs X:(Lly:-?;x se pide:

a) V 0 F, justificar: “la ecuacion es una EDO Lineal- Orden 2- a Coeficientes Ctes”.

b) analizar si alguna de las siguientes funciones:
y, =e?: y; = x*e*; essolucion de la homogénea asociada.

y1 =€*;
c) dar la soluciéon general de la EDOL no homogénea.
(justificar enunciando el o los teoremas que validan su respuesta) .

3.- Dada 2xX* y + 3xy -y =0;
a) clasificar esta ecuacion diferencial.
b) V 6 F, justificar: las soluciones de esta EDOL son de la forma €"* con reR”

2 ' e y,=0 son soluciones de la EDOL.

) Analizar si y;=x"; y, =x~
d) Dar la solucién general y luego dos soluciones particulares. (justificar)

. Lo Xx+1 1 1 - , .
4.- Dadalaecuacion y”“- —=y + =y =x- = ; indicar V6 F, justificar:
X X X
a) € essolucion de la homogénea asociada .
b) si {€°; x } es li entonces y=C; e+ C,x es lasolucion general de la

homogénea asociada.
€c) y = x+1 esunasolucion particular de la no homogénea.
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d) y=-x*+x es unasolucién particular de la no homogénea.
e) y= C; e +C,(x+1) +x—x* es solucién general de la no homogénea.

5.- Si fy g sonsolucion de X’y +2xy -6y= 0;
indicar V 0 F, justificar (si usa un teorema o propiedad, enunciarlo):
a) hi=3f es solucion de X*y " +2xy -6y = 0;
b) hy=f +g es solucién de x*y” " +2xy -6y =0.

6.- Indicar V 6 F, justificar:
a) hix)=1 y hyx= Jx son solucién de v.y + (y ) =0;
b) h)=1++/x es solucién de y.y”" + (y )>=0
(en caso de ser F, analizar si este hecho contradice el teorema del ej. 5)

7.- Dada Yy +3y +2y =Db(x) ; se pide:

a) dada y =e"* calcular su lery 2da derivada, reemplazar en la ecuacion y hallar,
si existe, reR tal que € sea solucién de la homogénea asociada”

b) V 6 F, justificar: “si b(x) = e ; existe AeR tal que Ae® es solucion particular”

c) VO F, justificar: “si b(x) = g X ; existe AeR tal que A€ % es solucion particular”

d) V0 F, justificar: “si b(x) = g cualquiera sea keR, siempre existe AeR

kX T A H 2
tal que A e essolucion particular .

8.- Dada y~ =b(x) ; se pide:
a) V 6 F, justificar: “existe reR tal que € * es solucién de la homogénea asociada”.

b) V 6 F, justificar: “si b(x)=12x?; existe A, B,C eR tal que Ax*+ Bx+ Ces
solucién particular”.

c) V 6 F, justificar: “si b(x)=x?% existe A, B, C eR tal que Ax*+ Bx®+ Cx%es
solucioén particular”.

9.- Dada y " +by +cy=p(Xx) (b, ceR), sepide:
a) deducir condiciones sobre b y ¢ para que la solucion general de la homogénea asociada
sea una combinacion lineal de funciones exponenciales. (Justificar)
b) con by c del item (a), demostrar que el siguiente problema de valores iniciales:

y +by +cy=0; y(@0)=0; y(0)=0 ,tiene como Unica solucién la funcién nula.

c) VO F “si ry y ry(soluciones ecuacion caracteristica) son reales distintas y negativas
y f solucion de la homogénea entonces |im f(X) = 0. (Justificar)

X —>+00
d) VO F “si ry y ry(soluciones ecuacion caracteristica) son reales distintas y negativas,
p(x)=e1* e Yo la solucion general entonces  [im Y 4 (X)# 07. (Just)

X—>+00
10.- a) Escribir una EDOL-homogénea- orden 2, cuya solucion general sea:
yh=Cie 2*+C,e3 (verificar su respuesta)
b) Escribir una EDOL - orden 2, cuya solucion general sea:
yg(X)=Cie?*+C,e%*+ 7e*
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c) Escribir una EDOL - orden 2, cuya solucion general sea:
yg(X)=Cre?*+C,e%* - 3xe* (verificar su respuesta)

d) Escribir una EDOL - orden 2, cuya solucion general sea:
Yg(X)=Cre* +Cox. e* +5x° ¢ (verificar su respuesta)

11.- A)Si f y g sonsoluciénde x*y” +2xy-6y=senx, y k es unasolucién de la
homogénea asociada a esta EDO; indicar V 0 F, justificar:

a) hy= 3f es solucién de x*y” +2xy-6y = senx ;

b) h,= f-g es solucién de x*y " +2xy-6y =0;

c) hs= f+g es solucién de X’y +2xy'- 6y = senx

d) hs= 3k es solucién particular de X’y +2xy’-6y= 0

e) hs= f+k es solucion particular de x*y” + 2 xy - 6y = sen x

B) V6F, justificar: “si p es solucién de X’y +2xy-6y=senx y q es solucion
de x*y +2xy’-6y=cosx; entonces p+q es solucién de
X2y +2xy-6y=senx+cosx”
C) VOF, justificar: “el resultado anterior se puede “generalizar ”; o sea, extender al
caso de una EDOL de laforma: ao(x) Y~ +ai(x) Yy + ax;(x) y = by(x) + ba(x)”.
D) VOF, justificar: “si u+v es solucién de x?y" + 2 Xy - 6y = sen X + cos X
entonces, U essolucion de X°y” +2xy’-6y= senx;
y v es soluciénde x?y” +2xy’-6y= cos X

b

12.- Resolver las EDO — Homogéneas y los Pvi que seindican a continuacion:

ayy' -y -2y=0 D)y -2y +5y=0
)y +dy +dy=0 )y +y=0
ey ' +y =0 x -4x=0
» ' - h) +2y=0
H '8V +l6""0 [
8 |9 A ) \'(\?r =0;y(V2x7)=12

y(0) =172 ;y(0)=-1/3

13.. a) Sea y, una solucién particular de la ecuacién no homogénea: y*'+ b.y'+ cy =f{x) y sea y; la
solucion general de su ecuacion homogénea asociada. Demuestre que § = yi + Jp es solucion
de la ecuacion no homogénea.

b) Dada una ecuacién diferencial no homogénea y una solucion particular de la misma,
verifique esta ltima, halle la solucion general de la ecuacion homogénea asociada y escriba
la solucion general de la ecuacion no homogénea.

b. l) }'"" 4}' = 1“5('"(21‘)‘ V;’ = se,'(_?x,+5uzf
b.2) y'+6y' +9y= de % . Y= 2X~.7e-3r
b3) .""—Z.V'+2)’= ZX' 'V =X "'1‘38xCOS(X)

P
b4) y'+3y'=6x+3, _;'p=,t“+x
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14.- Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales no homogéneas de 2° orden:

a) y+4y’ +8y=x'

c)y’" +4y=2sen x+ cos 2x
)y’ -y-2y=e"+x

gy ty'mite®

)y 416y =x"+x

k) y"" +2y’-3y=2e"— 10sen x

m) (¥ Fy+y=x+3
y(0)=y'(0)=0

b)y'" - 3y'+ 2y =3¢"
d)y' - 5y'+ 6y = x> +2x
Dy’  -y-2y=35

h)y" -8y + 16y =e™
DY +2yty=(x*+1)e"
y” -2y'=¢e' sent

n)(y’ -y-2y=e"+cosx
y(0)=1;y(0)=2

15.. Proponga una solucién particular con coeficientes indeterminados, halle dichos coeficientes y
encuentre la solucion general de las siguientes ecuaciones diferenciales

a) y'+4y=3x b) y'~ y' 6y = 2sen(3x) ¢)y"+y = cos(x)

d) y'=7y'=-7 +6x-2Ix° +7¢’*

e) y'+2y-3y=1+xe

16.- a) Hallar los valores de o y B para los cuales b (X) = x.e* es solucion de:

y"+a.y'+3y=pe*

b) Con los valores de a y B hallados, obtener la solucion general de la EDOL.
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APLICACIONES DE LAS EDO - LINEALES- ORDEN “2”a CC

» VIBRACIONES DE UNA MASA EN UN RESORTE.

Problema_Bésico: Un resorte helicoidal esta suspendido verticalmente de un punto fijo en
el techo. Una masa (m) estd unida a su extremo inferior. Se supone que el resorte tiene
una longitud L (no estirado) y que al colgar la masa se estira una cantidad € ; o sea, que la
longitud del resorte, en reposo, es L+ €. En estas condiciones, con lamasaa L+€ (cm) del
techo decimos que la misma se encuentra en su posicion de equilibrio.

El sistema se pone en movimiento forzando la masa a abandonar dicha posicion.

El objetivo es determinar el movimiento resultante, es decir las “vibraciones” que se
introducen en el sistema al “perturbarlo” (amplitud, frecuencia, amortiguamiento...) A
tal fin se introduce un sistema de referencia a lo largo de la linea del resorte, con el
sentido positivo (+) hacia abajo y el origen, O, en la posicion de equilibrio.

Con x se indica la posicién de la masa a partir de O ya lo largo de ese eje. Asi
construido el sistema de referencia, x puede ser positiva, cero o negativa segin la masa
esté por debajo, en, o por arriba, de su posicion de equilibrio (x=0).

- 0
(b) masa en posicion
de equilibrio, )
el resorte tiene
longitud alargada | .0 3

X (+) 2 X = posicion de “m” al instante t

Finalmente, el problema es determinar la funcion de posicion, x= x(t)
Considerando las fuerzas que acttan sobre el sistema y acudiendo a leyes de la Fisica: 2da
de Newton y Ley de Hooke se obtiene la EDO que permite hallar “x= x(t)” :

k = cte del resorte (Ley de Hooke). ( k > 0)
a = cte de amortiguamiento debida a la fuerza resistiva
del medio (puede ser o no despreciable. (a > 0)

F = cualquier fuerza externa que actue sobre el sistema,
(puede o no, existir ) .

m.Xx" +ax +kx=F(t)
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Segun a y Fseano nonulas, setienen los siguientes casos:

(1) Movimiento Libre, no Amortiguado:

F@) =0, Vt (no actlan fuerzas externas)

m.x" + kx=0 4 (resistividad despreciable)

(11) Movimiento Libre, Amortiguado:

~ ] F(t) =0, Vt (no actlan fuerzas externas)
m.x"+ax +kx=0 a=0 (laresistividad no es despreciable)

(11) Movimiento Forzado:

Actuan fuerzas externas.

m.x " +ax +kx= F(t .
© La resistividad puede o no ser despreciable.

1.- Movimiento Libre no Amortiguado: m.x~ + kx=10

Simplificamos la EDO para obtener la ecuacion caracteristica de este movimiento :

» dividir B K [k/m]>0 — >
mX + kx=0 ———> X+ = X=0 ——| X7 + A°x=0
por "'m m k/im= A2
X"+A2x=0
Luego, el correspondiente Pvi : X(0)= X,
x'"(0)= v,

Se pide demostrar que:

a) la solucion general es: x(t)=Asen (At)+Bcos(At)

b) la solucién del Pvi es: x(t) = lng] sen (At)+[x]cos(At) con [7L=\/%]

A
c) [x(t)=Cccos (AM+a)|con C=+VA? +B?2 ;tgon:-E ( a ang. de fase)

Conclusion:

El movimiento libre no amortiguado es
un Movimiento Armonico Simple (MAS). | 1
Un movimiento periddico donde la masa
oscila hacia arriba y abajo entre - Cy C.
|C | (Ia amplitud de la sinusoide) da el
desplazamiento_maximo de la masa

a partir de su posicion de equilibrio.

d) V 6 F, justificar: (i) El periodo p= 2m.,[™

(ii) E1 “desplazamiento maximo” se da para t* = / % (nm—-a)

(marcar en el grafico algunos t* y el desplazamiento maximo)
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2.- Sea el caso de un cuerpo de 0.2 kg de masa que: pende de un resorte de constante eldstica
k= 202/- y oscila arménicamente. En ¢l instante ¢ = 0 pasa por la posicién de equilibrio con
m

velocidad v = Im/ seg

a) Plantear el Pvi. correspondiente a este movimiento.

b) Hallar la ley de la posicion de la masa en funcion del tiempo.

c) Dar el periodo y el “desplazamiento maximo” del caso.

d) Graficar el movimiento en un sistema “x-t”. (tomar x(+) hacia arriba)
Marcar t; instante donde pasa por la posicion de equilibrio y t, instante
donde la masa alcanza su desplazamiento maximo.

e) Hallar velocidad y aceleracion de lamasaen t; y t, del item anterior.

3.- Sea el caso de un cuerpo que pende de un resorte de constante elastica k = 16.
X" +16x= 0
y donde el Pvi correspondiente al movimiento es: x(0)= 0.25
x'"(0)=1
V 0 F, justificar: (a) se trata de un movimiento arménico simple (MAS)

(b) el cuerpo se empuja hacia abajo y luego se suelta.
(c) la posicion del cuerpo en cada instante t viene dada por:

X(t) = ¢ sen (8t)+ $cos (81t)
(d) la posicién del cuerpo en cada instante t viene dada por :
X(t)=Ccos(8t+a)con C= J518; a= arc tag (-1/2).

4.- Movimiento Libre Amortiguado: m.x " +ax +kx=0 (a>0;k>0)

Consideramos el siguiente caso:
X +20x +b®x=0: x0=A x(0)=B (b >0)

a) Demostrar que el desplazamiento esta dado por:  x(t) = [A+ (B+ bA).t ].e'bt

b) Para b =1 y los valores de A y B que se dan en cada caso plantear y resolver el
correspondiente Pvi. Luego de resuelto, graficar la funcion de posicion e indicar:
(i) si la masa pasa por su posicion de equilibrio. Si pasa, en que instante(s) lo hace.
(ii) el instante en el cual alcanza su desplazamiento maximo.
(iii) que sucede con el paso del tiempo.

b1)) A=B=5 b2) A=10; B=-5 b3) A=5; B=-10
Rtas: b1) (i) NO (it=2% (iii) la masa tiende a su posicion de equilibrio.
b2) (i) NO (it=0 (iii) la masa tiende a su posicion de equilibrio.

b3) (i)SI, t=1 (i)t=2 (iii) la masa tiende a su posicion de equilibrio.
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5.- Movimiento Libre Amortiguado: m.x” +ax +kx=0 (@>0;k>0)
Simplificamos la EDO para obtener la ecuacion caracteristica de este movimiento.

Dividimos por “m” y hacemos %: 2b (b>0) ; %: A X +2bx +A°x=0 |

La ecuacion caracteristica queda: r’+2br +A*=0 > r,,= —b++/b? -2
Se presentan 3 casos distintos dependiendo de la naturaleza de estas raices, las que
dependen del valor del radicando (b? - 4?), de si este es negativo, cero o positivo.

(1) Movimiento oscilatorio amortiguado: b< A4

-bt . .
) C e = > factor de amortiguamiento
x(t)= e bt.[Cl sen(vA? -b? .t) + C, cos(VA? -h? .t)] —
] bt cos (VAP -h? .t + &) > factor “osc.”
0 xX(t)=ce .cos (VA2 -b? .t +a)
» En este caso tenemos un movimiento oscilatorio donde las oscilaciones son cada
vez mas pequefias (menor amplitud) y la masa tiende a su posicion de equilibrio.

(11) Amortiguamiento critico: b=4 > x(t)=[C; +C,t]. e™
» En este caso el movimiento ya no es oscilatorio, el amortiguamiento es lo
suficientemente importante como para evitar las oscilaciones. Pero, en este caso,
una pequefia disminucion en la cantidad de amortiguamiento cambia la situacion,

y el sistema pasa al caso (I); o sea, se producen oscilaciones.
» Dependiendo de las condiciones iniciales se tienen 3 situaciones posibles, siendo

las respectivas graficas similares a las obtenidas en el ejercicio (4.b)

. . iy t t
(111) Amortiguamiento sobrecritico: b>A4 > x()= C; e +C,e"

» En este caso el movimiento tampoco es oscilatorio, pero el amortiguamiento es tan
grande que ya no cabe la posibilidad de que cualquier pequefia disminucién del
mismo se traduzca en oscilaciones (o sea, lleve al sistema al caso (1) )

» Dependiendo de las condiciones iniciales se tienen 3 situaciones posibles, siendo
las respectivas graficas similares a las obtenidas en el ejercicio (4.b) o en caso (1)
En este caso, y debido al mayor amortiguamiento, la masa regresa a su posicion de
de equilibrio més lentamente; o sea, con menor rapidez .
Sea el caso de un cuerpo de 0.2 kg de masa que- pende de un resorte de constante eldstica
N . . . . : ;
k = 20— | En esta instancia el sistemar es afectado por la resistencia del aire y otras
m

fuerzas de fricciém que nmm:tigunn el movimiento |
. En el instante ¢ = 0 pasa por la posicién de equilibrio con velocidad v = Im/ seg
a) Plantear el Pvi correspondiente a este movimiento con la ecuacion caracteristica.
b) Para los valores de a (cte de amortiguacion) que se dan a continuacion, establecer
(sin resolver el Pvi) que tipo de amortiguamiento se tiene en cada caso:
b1) a=24 ; b2) a=4 ; b3) a=5
c) Resolver el Pvi. Los graficos que se dan a continuacion se corresponden (uno a

uno) con las soluciones halladas para los distintos “a” dados en (b).
Establecer la correspondencia entre solucion y grafico de la misma.
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»»»»»»»» 0.05 0-05
““““““ 0.04 OOk
»»»»»»»» 0.03 0-03
“““““““ e 0-02
““““““ 0.01
0:5 1.0
Rtas: by x(©= L e®.sen@t) b x=t.e™" by x= L (e e

6.- En los problemas 1-5 se ha trabajado con sistemas masa-resorte con movimiento oscilatono
libre no amortiguado v amortiguado respectivamente. Se tiene ahora un sistema similar apovado
sobre una superficie horizontal, como indica la figura, sobre el que actia una fuerza externa F,
la masa m tendra un movimiento oscilatorio forzado y la ecuacién diferencial que lo describe es
mx"+bx'+kx=F(t), k=0

Halle la solucion de la ecuacién con las
condiciones iniciales dadas para los

valores de m, b, k y F que se indican \ A A A \ §
m=] b=0 k=9, F(t)= I0cos(21),
x(0)= x'(0)=0

m=] b=2 k=2 F(t)= 20cos(2t),
x(0)=x'(0)=0

Rtas: a) x(t) = 2.cos (2.t) - 2.cos (3.t)
b) x(t)= € "(2.cos (t) - 6. sen(t)) - 2.cos (2t) + 4. sen (2t)
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7.- Si “x=X(t)” es la funcion de posicién de un cuerpo que se desliza por una rampa de 5°
de pendiente ; entonces la EDO que modeliza el movimiento es;
20X+ x =30 ; x(0)=0; x(0)=0

Se pide:
a) en el diagrama adjunto, graficar el cuerpo en el instante en que se coloca en posicion
para largarlo por la rampa (t = 0). Luego graficar donde estara (aprox.) unos segundos
después de iniciado el movimiento. Segun lo que se “observa” ylo se quiere medir,
graficar el eje de referencia mas apropiado al efecto de modelizar este proceso; o
sea, aquel donde se “lea directamente del mismo” la posicion del cuerpo en cada
instante (= el eje, en direccion y sentido, debe coincidir con la direccion del movimiento).
Recién entonces proceda a:
b) hallar x ; la funcién de posicion que describe
la caida del cuerpo.
c) hallar V; lavelocidad del cuerpo en su caida.
d) hallar (aprox.) la longitud de la rampa
si se sabe que la velocidad del cuerpo al
llegar a TIERRA es: V(t;) =20 (m/seg.)

TIERRA

'l

d’y dy_w

8. La caida de un paracaidista viene descrita por la ecuacion diferencial: b 7 =
g dt t

donde w es el peso del paracaidista, su altura en el instante 7 es y, g es la aceleracién de la

gravedad y k mide el efecto de freno del paracaidas. Supuesto k = 8, un paracaidista de /60

libras de pesoy g = 32 pies/s”, halle la solucion de la ecuacién diferencial considerando que el

paracaidas se abre en el instante ¢ = 0, hallindose el paracaidista a una altura de 2000 pies y

cayendo a una velocidad de -100 pies/s.
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Yamos a copsiderar ahora los problemas relacionados con mezelas. Se permite que una
! A * . - ) 1 Al -

sustancia $ Muya hacia una cierta mezela de un recipiente, con una cierla rapidez, y la

" mezcla se mantiene uniforme mediante agitacion. Ademas, la mezcla uniforme debera sa-

lir del recipiente y pasar a otro (en condiciones generalmente diferentes); en todo
. . ) !
busea determinar la enntidad de la sud

 CASO so

ancia 5 presente en la mezela en el tiempa ¢,

Qe e - " opre H H '
wme representard por x la cantidad de § en el tempo o, la derivada o/l representa la ry
a.

zOn cde cambio de x con respecto a 1, Si ENTRADA representa la razén con la que S entr
ala mezela y SALIDA representa ln razén con la que s :

ciOon basica,
L]

. . . ;l
ale, de inmediato se tiene Ia ccug.

(/X S
-;-!-{- = ENTRADASSALIDA

(3.55)

de Ia cual se determing la cantidnd v de § en el ticmpo ¢,

» X =cantidad de Sensoluciénal inst. t; X =X(t)
» V =volumen de sol., enel tg. al inst. t; V =V(t)

» V, = volumen inicial (t=0) en el tanque.

La ecuacion “ecuacidn basica” queda:

ENTRADA: C,.V, > Ve=cte; Ce=cte

SALIDA: C .V, > Vs=cte;
x(t
2 Cg=C4(t)=——
s =Cs (1) vt
, dx x(t
Finalmente:l — = C,.V, - ( ).vS
dt V(t)

D~ Fjemplo 3,10

- , giings s
Un tanque contiene inicialmente

)

# cte

)

J

Lstudiaremos algunos ejemplos,

ENTRADA: - c. - cte
———— > Ve -=Cte
A
(galemen .ty | SALIDA :
> Cs #Cte
- 1 [ vs = cte
e p— U
L]
»V=Vo+ (Ve—Vs) .t ' Ty veRcigad

30 gul de agun pura,

En el tiempo = 0, salmuera e,

contiene 2 1b de sal disuelta por goldn entra

‘mantiene uniforme agitandola y desputs de

tancue con In misma rapidez,

i
2,

(Qué cantidad de sal se¢ encuentra en el
6 Qué cantidad de sal hay después de
3. 4 Qué cantidad de sal estd presente

al tancue a razdn de 3 galZmin, La mezela

Se

estar bien agitada sale simultaneamenie del

anque en cualguier li'm'npo >0
25 min?

después de un Inrgo tiempo?

Formulacién Matematica:
» IncOgnita principal: x = x(t)
» DATOS: en el esquema de situacion->

- Ce= 2 (Ibs/gal)
- Ve = 3 (gal/min)

EB->

EB >

EB >

dx Cx(1)
dt P V()

t
& _, 5 XU,
dt 50
d_X= 6 -i.x
dt 50

:'""l ) [ENTRADA: €, .V,= 6 (lbs/min)

Volumen V),

»V =50+ (0).t=50

| V,=50 SALIDA:
. (gals., agua pura) ¢ — _ - x(t)
S 18) ] 2 G G = XY

V(t)
> Vg = Ve = 3 (gal/min)
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d_X— 6_1 X
Concluimos asi el sgte Pvi: <dt = 50°
x(0)=0
3
Rta 1: x= 100 -100 e~ 50"

Rta2: x(25)= 100 -100.e~1> = 78 (Ib)
Rta3: x-= 100 (Ib) cuando t - +wo

El problema “planteado” esta terminado; pero, ;N0 surgen interrogantes o cuestiones
interesantes de investigar ???. Tendrian que surgir... “naturalmente” "1, el ser humano es
curioso e inquisitivo por naturaleza
Por ejemplo: a) ¢Por qué la cantidad de sal tiende a 100 (Ibs)?, ¢hay alguna forma
“préactica” de encontrarle “sentido” a este resultado que no sea diciendo
que es asi, porque “las cuentas dan asi” ??.
b) En algln instante, ¢llega a haber 100 (Ibs) de soluto en la solucion?
SI? ; NO? ; NO SABE??.

(Desde que “lugar” entiende que debe buscar la respuesta a esta pregunta?
c) Y laconcentracion de salida? ; cs = 50 (lbs/gal) cuando t = +w0 ?

d) El graficoy la tabla de valores que siguen corresponden a X = Xx(t) .
¢, Podria decirse que a los 282 mins. (casi 5 hs) hay exactamente 100 Ibs. de
soluto en la solucion?

t (min) X (libras)
192.00000 99.99901

198.00000 99.99931
/,/’ 204.00000 99.99952
) 210.00000 99.99966
216.00000 99.99976
222.00000 99.99984
228.00000 99.99989
234.00000 99.99992
240.00000 99.99994
I 246.00000 99.99996
U 252.00000 99.99997
258.00000 99.99998
=25 264.00000 99.99999
270.00000 99.99999
276.00000 99.99999
282.00000 100.00000
288.00000 100.00000
294.00000 100.00000
300.00000 100.00000

—_ ,
~
Cho

—-a

™~

~——

>
n
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B Eicmplo 3.11

tanque grande contiene inicialmente 50 gal de salmuera en donde se han disuelto 10 1b
sal. Salmuera que contiene 2 Ib de sal disuelta por galén entra al tanque a razon de S
/min. La mezcla se mantiene uniforme mediante agitacion, y la mezcla agitada sale si-
taneamente a razon de 3 gal/min. ;Qué cantidad de sal hay en el tanque en cualquier
pot > 07

Formulacion matematica. Sca la cantidad de sal en el tiempo 7. Nuevamente usare-
s la ecuacion (3.55):

Il; = ENTRADA — SALIDA
Formulacién Matematica:
» Incognita principal: X = x(t) (e | > C¢ = 2 (Ibs/gal)
» DATOS: en el esquema de situacion-> > Ve = 5 (gal/min)
dx x(t) i
EB > a - GeVes W'VS ENTRADA: C, .V,= 10 (Ibs/min)
XO:].O s
dx X(t) Volumen
EB > —=2.5- 3 0
dt 50+2t | V=50 SALIDA :
(gals. salmuera) = > Cs- Cs(t) = X(1)
. -:l I s S N
EB -> d—leo-i.x p——— - V(t)
dt 50+2t »V =50+ (2).t ' |2 Vs = 3 (gal/min)
dx 3
—=10-———.x
Concluimos asf el sgte Pvi: 1 dt S0+ 2t
x(0)= 10
90.503/2

Rta: x= 4t+100- ———M
(2.t+50)3/2

Preguntas: a) Paraeste resultado facilmente verificamos quesia Vy X las “pensamos” como
variables abstractas entonces para t = +w tenemos que V- +wo Y X > +w.

Si le preguntaran el comportamiento de Vy x para t > +oo,

¢diriaque ambas tienden a+w ?. Si? ; No? ; Porqué?.

Recordar que las variables del problema son “concretas” (magnitudes)

- X = cantidad de Soluto en el tanque; V = volumen de solucidn, en el tanque.

b) El dominio “natural” de “x” es un intervalo de la forma [0 ; T;] .
¢Quiénes t; 2. En el problema, ¢tiene el dato necesario para hallarlo?.
c) ¢cual es Cg(0)?.

d) Respecto a la Cs “final” (laCs parat > +wo); puede predecir cual seria sin
“hacer cuentas”, solo con los datos del problema y acudiendo al “sentido coman” ?.
Proponga un valor y luego halle la misma haciendo los calculos del caso.
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» MODELIZACION MATEMATICA - SISTEMAS DINAMICOS

Con el fin de ayudar a la toma de decisiones se ha desarrollado un interés creciente por el
procesamiento de todo tipo de informacion. En particular una de las ramas que mas se ha
desarrollado en el tiempo es una cuyo objetivo basico es, “estudiar cdmo evoluciona a lo largo del
tiempo, un grupo de datos observados o empiricos”. En este contexto se ha formalizado el concepto
de Sistema Din&mico, que ha sido objeto de estudio en una rama de la Matemaética Aplicada a la
que se ha denominado “Teoria de los Sistemas Dindmicos”.

A este respecto tenemos las siguientes definiciones:

# SISTEMA: conjunto de partes operativamente interrelacionadas; es decir, en el que las
partes interactian y lo que interesa es su comportamiento global.
Ejemplos: sistema nervioso, sistema ecoldgico, sistemas fisiologicos.

# MODELO: expresion formal de las relaciones existentes entre las partes de un
sistema, definidas las mismas en términos matematicos y/o fisicos.

# SISTEMA DINAMICO: cuando el objeto de estudio es “la evolucién del sistema en
el tiempo”; hablamos de SISTEMA DINAMICO.
O sea, entendemos por tal todo sistema que desde un “estado inicial” evoluciona hacia
un “estado final”, siendo el tiempo la variable esencial del proceso.
Un ejemplo clasico es el de la evolucidn de una especie en un ambiente determinado.

#* ;,C(')MO SE “MODELIZA” UN SISTEMA DINAMICO?:
Las ecuaciones diferenciales 6 los sistemas de ecuaciones diferenciales son las
herramientas matematicas naturales para modelizar “Sistemas Dinamicos” ya que las
mismos se ocupan de “procesos en movimiento”; procesos que (ademas del tiempo)
involucran variables como “posicion” (x) y “velocidad” (X ).

En estos sistemas se distinguen dos cuestiones: el ESTADO y la DINAMICA:
- El ESTADO del sistema es la informacion esencial sobre las componentes del mismo
(posicidn, velocidades,.. etc) en un instante “t”.
- La DINAMICA eslaregla que describe como el sistema evoluciona en el tiempo.

> SOBRE MODELOS MATEMATICOS PARA LOS SISTEMAS DINAMICOS
# Un Caso Simple : “modelo lineal en una variable”

Si “x” representa una magnitud variable en el tiempo, la velocidad de cambio de x
(dx/dt) también loes y este hecho, a su vez, incide sobre la propia “x”.
Este proceso se llama “retroalimentacién”.

Incide sobre
X iretroalimentacion d x —=k.X (k=cte)
' dt dt

“Aneide sobre B

MODELO de PALABRA

MODELO MATEMATICO:
Ecuacion Diferencial Ordinaria
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# Un caso complejo: “modelo de mas de una variable”

Si “X” e “y” son dos magnitudes variables en el tiempo que a su vez interactian

entre si, entonces las respectivas velocidades de cambio, (;_X y d_y,ademés del tpo,
_— t  dt

dependen también de “x” e “y”. El proceso puede esquematizarse como sigue:

<«~——interaccién——
. X - o y <«-., -~
™ - 9X —f(t;x;y)
dt
retroal. retroal. <
d
Y =g(t;x;y)
e A g dt
Ldx, Ly,
dt dt MODELO MATEMATICO:
Sistema de Ecuaciones
MODELO de PALABRA Diferenciales

# Objetivo del Modelo: hallar x= x(t) e y = y(t) para predecir futuros valores de x e y.

> APLICACION:

Distribucion de farmaco para el caso de una inyeccion intravenosa rapida.

Uno de los modelos adaptable a la mayoria de los farmacos, es el de dos compartimentos. Cada
tejido se considera como un compartimento (periférico) el cual tiene una relacién de intercambio
con un compartimento central (sangre). EI modelo que ilustra la distribucién de farmaco en este
caso puede ser representado por el siguiente esquema:

E =| masa de farmaco |= ('t
P [plasma] - q [ asa de farm } qt)
i.v. p =( masa de farmaco | = p(t)
Ky K, en P (plasma)
Y ki, ko = constantes de velocidad (+) que caracterizan el paso del
Q [tejido] farmaco desde el compartimento central al periférico y viceversa.

K = constante de velocidad para el proceso de Eliminacidn.
i .v. = inyeccién intravenosa de un farmaco.

» La razdén de cambio en “cada compartimento” (o sea, dg/dt y dp/dt) queda
determinada por el balance, en cada instante “t”, entre la masa que entra y la que sale.

O sea, para cada compartimiento, estamos ante un “problema tipo” ya visto y resuelto:
el que llamamos: “problema de mezcla”.

Segun y acorde lo visto para los “problemas de mezcla”, buscamos las ecuaciones diferenciales
correspondientes a cada compartimento.

- Sean: ((t) = cantidad de farmaco en Q (tejido) al instante “t”
p(t) = cantidad de farmaco en P (sangre) al instante “t”
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- qy p sonlas funciones incdgnitas; o sea, las que queremos hallar. Son las funciones que
permiten seguir la evolucién en el tiempo del farmaco en el tejido y en el plasma.

Por la Ecuacion Basica (compartimento Q):  dg/dt = ENTRADA () - SALIDA(g)

Por la Ecuacion Basica (compartimento P):  dp/dt = ENTRADAp) - SALIDAp)

Como ambas ecuaciones deben cumplirse simultaneamente, queda formado un
SISTEMA de ECUACIONES LINEALES

ko p- kiq
ki g- (ko + K)p.

El siguiente esquema explica como se llega cada una de las ecuaciones del sistema.

dg/dt = ENTRADA () - SALIDA )
dp/dt = ENTRADAp) - SALIDAp)

/“"‘—"“““) q =-kg

q = ko p ‘ La vel. de salida del farmaco en Q, es
? ‘ Q (tejido) proporcional a la cantidad (q) en Q.

i | 3

La vel. de entrada del farmacoen Q es s -

es la de salida en P, pero con # signo. | ﬁ ——R’/ La vel. de.entrada del farmaco er.1 Pes
ﬂ‘ es la de §allda eni); pero con # signo.

’ I

p = kZp ‘

t P (plasma)
Lavel. de salida del farmacoen P es
proporcional ala cantidad (p) en P

p = kiq

p=-Kp

> RESOLUCION ?, ¢Estamos en condiciones de resolver este problema con los
conocimientos adquiridos hasta ahora??. La respuesta es Sl.

dq/dt = -k q + K, p ® Los _SISTE_I\/I_AS LIN,EALES de ECUACS [?I’FERI_EN_CS_’
admiten distintos métodos para su resolucidn: eliminacion,

dp/dt = kiqg - (k; +K)p sustitucion , transformada de Laplace, matriciales.

Coémo siempre el método a usar estd condicionado a muchas

cuestiones; una de ellas, los conocimientos del resolutor.

® Este tema, su resolucion matricial (la mas conveniente)

MODELO MATEMATICO —T| ~ no estd contemplado en la curricula; asi, lo que pretendo
para Dos Compartimentos mostrar aqui es que a veces, aunque no se conozca el método
“optimo” para el caso, igual se puede resolver el problema;
(SISTEMA LINEAL de ECUACIONES hacer esto con lo que se conoce y ... un poco de “ingenio”
DIFERENCIALES) (como con cualquier “problema”) .

+ ¢Qué sabemos??: EDOL- Orden 'n”.

+ ;Qué no sabemos??: que nos la podemos “ingeniar”
Para usar lo que sabemosy resolver Il
El desafioes ....janimarse !
Para animarlos les damos un poco de ayuda.
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MODELO MATEMATICO
para p y q {dq/dt=-k1q+kzp (1)

(SISTEMA LINEAL de ECUACIONES dp/dt = kiq-(kx+K)p (2)

DIFERENCIALES)

* SISTEMA de ECUACIONES DIFS. LINEALES.

* RESOLUCION: “ se desconoce” (Rta no valida)

* RESOLUCION : un desafio!!! ...pero, que hacer??
MODELO

* Acudir al Método de Sustitucion el cual permite, MATEMATICO para “p”
a partir de convenientes y apropiadas sustituciones,  — )
“reducir” el sistema a una... EDOL - ORDEN 2. SPOIESGIRISNE

(*) Método de sustitucion: la técnica de sustitucion usada en este método es similar a la usada
para resolver sistemas de ecuaciones algebraicas: se despeja una de las variables dependientes en
una de las ecuaciones (cual de ellas depende de la configuracion del sistema), se reemplaza en la
otray luego se resuelve la ecuacion diferencial que resulta de este proceso:

(*) Instrucciones para obtener p = p(t) Resolucion:
a) Derivar (2); (@ => p’= qu- (ka+K)p" (%)
b) obtener q” en funciondepy p”: b) “despejar” q en (2) y “reemplazar” en (1) :

en (2) > kig=p + (k*+K)p

en (1) > g =-[p+ (ke+K)pl+kyp

e

Q% -p-Kp

c) reemplazar q° en (%) c) > p =ki[-p-Kp]l-(ka+K)p’
(1382
obtener una EDOLH en “p 0 (kitk, FK)p +KKp =0

d) Resolver la ecuacion resultante:
rt r,t
ptH=A.e' +B.e?

d) r’+(kitk, +K).r +kK = 0

—(Kq +kp +K) (kg +k, +K)2 -4k, K

. M, =
Resolver para g ; verificar que: e

qt)= cettyp.em!

2

e) analizar la consistencia del modelo )

ry <0y r, <0; (verificar)
Se observa que para t-> o resulta limp(t)=0 ; lima(t)=0
p(t) > 0, es decir se vaeliminado t—o too0

el farmaco del plasma (y del tejido)

(el modelo ajusta a la realidad ) .
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